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AVERTISSEMENT AUX LECTEURS FRANÇAIS 


Chers lecteurs, ; 

L'ouvrage « Fondements de la théorie des oscillations » que nous 
avons le plaisir de Vous offrir représente la traduction de la seconde 
édition russe revue et complétée. 

Nous nous sommes efforcés de conserver et même de mettre en 
relief l’idée principale de ce livre, à savoir, de montrer au lecteur le 
caractère rationnel et efficace de l'approche générale systématique 
de l’étude des processus vibratoires sur les exemples des systèmes les 
plus répandus et des méthodes d'analyse et de calcul adéquates en 
expliquant la physique des évolutions en cours. 

La structure et le contenu du livre sont la réplique du cours de la 
théorie des vibrations professé par l’auteur pendant plusieurs années 
à la faculté de la physique de l’Université de Moscou aux étudiants so 
spécialisant dans la radiophysique et électronique. 

Les brillants ouvrages des savants français dans le domaine d'ana- 
lyse et de calcul de certains systèmes oscillants (F. Le Corbeiller, 
A. Liénard, O. Blaquière, etc.), les études mathématiques fonda- 
mentales de H. Poincaré ont depuis longtemps fait de la France un 
des pays créateurs de la théorie générale des vibrations. Le but de ce 
livre n’est donc pas d'étonner le lecteur français par de nouvelles 
données ou méthodes. On s’est posé une tâche plus modeste. On 
voudrait que la lecture de ce livre apporte au lecteur des lumières 
sur la nature spécifique de l'étude des processus oscillatoires propre- 
ment dits, sur la multitude générale des systèmes oscillants dont cha- 
que classe est décrite par une approche appropriée s'appuyant non pas 
sur ce qui oscille mais bien sur le comportement oscillatoire particu- 
lier des systèmes dynamiques étudiés. 

C'est un manuel à l’usage de ceux qui étudient les processus oscil- 
latoires dans divers systèmes dynamiques. Pour les spécialistes 
des branches radiophysique et radiotechnique il constitue la base 
des bases et pour les autres spécialités il sera fort utile pour la com- 
préhension des caractéristiques générales des processus oscillatoires 
qu'ils rencontrent. Nous serons très heureux, chers lecteurs, si notre 
livre Vous aide quelque peu dans votre travail. 


V. Migouline 
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PRÉFACE À LA DEUXIÈME ÉDITION 


Environ dix années se sont écoulées depuis la première édition 
du livre « Fondements de la théorie des oscillations ». Naturellement, 
les conceptions des auteurs du livre de même que le niveau d’élabora- 
tion des diverses branches de la théorie des vibrations et les moyens 
lechniques associés ont dû, entre-temps, subir certaines modifica- 
tions. Néanmoins, il s'est avéré que dans l’ensemble l’on ne s’est trom- 
pé ni sur le contenu ni sur la structure ni non plus sur le caractère de 
présentation des problèmes traités ot le livre s’est montré utile à un 
large cercle d'étudiants, d'ingénieurs et de chercheurs. Cela nous 
autorise à présenter à l'intention du lecteur la deuxième édition du li- 
vre différant quelque peu de la première édition. Ainsi, dans la 
deuxième édition la majorité des exemples des systèmes aulo-oscil- 
lants comporte comme éléments actifs non pas des tubes électroni- 
ques mais des transistors; y est introduit le $ 5.8 où l’on donne des 
définitions et des notions de base visant les approches d'étude des 
mouvements chaotiques dans les systèmes dynamiques déterminés. 
On a incorporé au Chapitre 7 un paragraphe supplémentaire traitant 
d'une variante, importante pour la pratique, d'un auto-oscillateur 
à circuit supplémentaire ($ 7.6). De plus, plusieurs définitions ont 
été précisées, des corrections ont été apportées dans le texte, les 
figures et les légendes les accompagnant. Les auteurs croient que tou- 
tes ces modifications doivent améliorer la qualité du livre, lui confé- 
rer une orientation visant les conceptions et les problèmes d’aujour- 
d'hui. 

Nous tenons à remercier profondément nos collèrues et lecteurs 
dont les conseils et la bonne critique nous ont permis d’éliminer les 
fautes dans la première édition et nous espérons que la deuxième édi- 
tion sera utile à tous ceux qui étudient les phénomènes vibratoires ou 
ont rapport aux systèmes oscillants et aux processus qui s’y déroulent 
dans diverses branches de la science et de la technique. 


INTRODUCTION 


Les vibrations sont des mouvements réitératifs limites se repro- 
duisant autour d'un état moyen qui, dans un cas particulier, peut 
être l’état d'équilibre. Une telle définition s'étend à une gamme assez 
large de phénomènes naturels qui constituent un objet d'études pour 
les physiciens et trouvent des applications multiples dans la techni- 
que. 
La théorie des vibrations étudie les lois générales régissant les 
phénomènes vibratoires dans divers systèmes dynamiques. 

Les vibrations dans les systèmes à paramètres constants (systèmes 
linéaires) sont étudiées depuis longtemps et la théorie mathématique 
qui les décrit ost très complète. Pourtant, les études des lois généra- 
les des vibrations dans les systèmes à paramètres dépendant de l’état 
du système (dans les systèmes non linéaires) ont commencé beaucoup 
plus tard et n'ont traité d'abord que des problèmes particuliers, sans 
généraliser les résultats obtenus aux larges classes de systèmes dyna- 
miques vibratoires et aux processus qui s’y déroulent. 

L'approche de base des phénomènes vibratoires a éié formulée 
pour la première fois dans les ouvrages de L. Mandelstam qui a fondé 
en 1931 la chaire d'étude de vibrations à l'Université de Moscou où 
il a aussitôt commencé à enseigner sa théorie des vibrations. 

Cette théorie des vibrations traite des phénomènes vibratoires 
afin d'en dégager les particularités et régularités générales de leur 
déroulement dans différents systèmes dynamiques ainsi que les 
conditions de leur existence. Elle considère donc les mouvements d'un 
type spécifique propres à une classe déterminée de systèmes. De 
tels systèmes dynamiques caractérisés par l'existence de phénomènes 
vibratoires sont d'habitude appelés systèmes vibratoires. 

Naturellement, la théorie moderne des vibrations s'appuie essen- 
tiellement sur les ouvrages qui développent l'approche de base des 
phénomènes vibratoires et les méthodes de leur analyse. 

1 convient ici de mentionner les savants qui ont apporté la plus 
grande contribution aux fondements de la théorie des vibrations. 

J. W. Strutt (Lord Rayleigh, 1842-1919), dans son ouvrage «Théo- 
rie du son », a été le premier à exposer les calculs de plusieurs phé- 
nomènes vibratoires en tenant compte, de façon systématique, des 
propriétés non linéaires des systèmes vibratoires. La théorie moderne 
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des vibrations applique également Iles méthodes mathématiques 
élaborées par H. Poincaré (1854-1912) dans ses ouvrages sur la méca- 
nique céleste. On a aussi recours aux études de A. Liapounov (1857- 
1918) consacrées à la stabilité des mouvements, de même qu'aux mé- 
thodes de calcul des mouvements vibratoires développées par A. Kry- 
lov (1863-1945). L'application de la théorie des vibrations a été 
influencée par les ouvrages fondamentaux de Van der Pol (1889-1959) 
sur les vibrations dans certains systèmes non linéaires et par les 
études générales consacrées aux phénomènes vibratoires dans les systè- 
mes non linéaires effectuées par A. Andronov (1901-1952), qui a élabo- 
ré la théorie des phénomènes vibratoires autoentretenus, auto-oscilla- 
tions. Ce terme est aujourd'hui universellement adopté. 

En développant la théorie des vibrations, on a accordé une im- 
portance toute particulière à l'élaboration de méthodes efficaces 
pour l'analyse el le calcul des différents phénomènes vibratoires. 
Actuellement, la science dispose d’un riche arsenal de méthodes et 
de techniques pour l’étude d'un large cercle de problèmes. 

Toutefois, il convient de souligner que, pour les physiciens com- 
me pour les spécialistes des branches techniques, la théorie des vibra- 
Lions ne représente pas un ensemble de méthodes d'analyse et de cal- 
cul mais, plutôt, une étude des lois régissant les phénomènes vibratoi- 
res dans les systèmes réels en appliquant dans chaque cas les métho- 
des de traitement le plus appropriées. De plus, étant donné l'extrême 
diversité des systèmes vibratoires et de leurs propriétés, il est néces- 
saire à l'étude des phénomènes vibratoires s’y produisant, de recher- 
cher des points communs aux différents systèmes et de les réunir en 
classes et lypes déterminés. 

Or, établir un classement systématique des divers systèmes vibra- 
toires n’est possible qu’à la condition de remplacer les systèmes 
réels concrets, inévitablement doués d’une multitude extraordinaire 
de propriétés, par des modèles qui ne tiennent compte que d’un nom- 
bre restreint de traits principaux, essentiels pour les phénomènes 
vibratoires étudiés. 

La première étape, très importante pour chaque théorie, y compris 
celle des vibrations, consiste à choisir un modèle traduisant les pro- 
priétés les plus importantes, fondamentales et déterminantes du sys- 
tème réel étudié, et en même temps suffisamment simple pour y appli- 
quer les méthodes d'analyse et de calcul connues. Un tel choix cons- 
litue la première simplification du problème traité, et sa justesse 
détermine de façon décisive la réalité et la vraisemblance des résultats 
découlant des études ultérieures justifiant ainsi le bon choix de la 
méthode d'analyse à suivre. Le calcul excessivement précis d'un 
modèle trop grossier est privé de sens, de même que l'utilisation 

d'un modèle fort complexe et décrivant avec force détails un système 
réel paraît absurde pour une analyse ultérieure généralisée et simpli- 
ficatrice. Dans tous les cas il est capital de trouver un équilibre 
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correct -entre le degré d’idéalisation lors du choix d'un modèle, la 
précision de l’approximation analytique des relations physiques et 
Ja justesse des méthodes mathématiques appliquées. | 

En substituant aux systèmes dynamiques réels les modèles corres- 
pondants, il est possible de procéder à un classement systématique 
des systèmes et des phénomènes vibratoires s’y réalisant selon les 
critères déterminés. Les critères cinématiques sont à la base du 
classement des mouvements vibratoires. Le classement des systèmes 
vibratoires se base sur leur comportement dynamique. 

Les critères cinématiques d’un mouvement vibratoire sont la 
périodicité et la forme (amplitude). Un processus strictement pério- 
dique satisfait à la relation 

Ft —F(t+T)=0 


vérifiée à toutinstant t, T étant la période du mouvement vibratoire 
considéré ; 1/T = v, le nombre de périodes par unité de temps ou 
la fréquence. On utilise largement la fréquence angulaire ou pulsa- 
tion © — 27. 

On accorde un intérêt tout particulier au phénomène vibratoire 

le plus simple quant à la forme, les oscillations sinusoïdales : 

F (t) = a cos (2nvt + po) — a cos (wt + fo), 

où a est l'amplitude des oscillations, ot + @,, la phase à l'instant, t 
Po, la phase initiale des oscillations. Les oscillations sinusoïdales se 
distinguent non seulement par leur représentation analytique simple 
mais, avant tout, par le fait que cette forme de mouvement est la 
plus habituelle pour les mouvements vibratoires dans les systèmes 
à paramètres constants et la plus fréquente dans les phénomènes réels 
étudiés en physique et les disciplines techniques. 

En fonction de la nature des mouvements vibratoires étudiés, 
on rencontre des périodes aux valeurs les plus variées. Ainsi les pério- 
des de révolution deS planètes du Système solaire atteignent des va- 
leurs de l'ordre de 108 s (celle de la Terre), les périodes des marées, de 
l'ordre de 10°5s, les périodes des pendules des horloges, de 
l'ordre de 10° s. Les périodes des vibrations étudiées en acoustique 
s'étalent entre 10-* et 10-‘ s; en radiotechnique on a affaire à des 
oscillations de périodes allant de 10-4 à 10-12 s. Les vibrations des 
molécules émettant un rayonnement infrarouge ont des périodes de 
l’ordre de 10-12 à 10-‘ s. La gamme optique correspond à des pério- 
des d'oscillations situées entre 10-14 et 10-155, caractéristiques des 
phénomènes atomiques, et les périodes des oscillations propres aux 
rayonnements X varient entre 10-{7 et 10-12 s. Ces exemples témoi- 
gnent d'une extrême diversité des périodes des phénomènes vibra- 
toires étudiés en astronomie, physique, technique. Toutefois, tous ces 
phénomènes de natures très différentes ont plusieurs propriétés et par- 
ticularités communes qui constituent l’objet de la théorie des vi- 
brations. 
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Certes, il n'existe pas de périodicité rigoureuse des phénomènes 
naturels, c’est une idéalisation. Dans les systèmes vibratoires réels il 
y a toujours des forces perturbatrices, des déplacements aléatoires 
(fluctuations, par exemple) et une instabilité des paramètres qui 
excluent l'éventualité d’une périodicité parfaite. [l serait donc plus 
logique d'étudier les phénomènes vibratoires dans lesquels une 
condition de périodicité est remplie d'une façon approchée, c'est-à- 
dire, de partir de l’étude des oscillations pseudo-périodiques telles 
que |F(t) —F(t+T(e))| & e où € est une petite quantité arbi- 
traire donnée au préalable et T (e), sa pseudo-période. L'exemple 
d'un tel phénomène est donné par les oscillations amorties 


F (t) = Ae”ût cos (œot + po) 


pour un 6 suffisamment petit. Ici T — 2x/œ est la pseudo-période. 

Le mouvement résultant de la composition de deux oscillations 
périodiques avec les fréquences incommensurables sert, lui aussi, 
d'exemple de mouvement pseudo-périodique 


F (t) = a, cos (oit) + a, cos (uit). 


En outre, s'il est possible d'indiquer les m et n tels que | mT;, — 
—nT,|<u alors mT; ou nT, sont, de même, les pseudo-périodes de ce 
phénomène pour un u suffisamment petit. 

Cependant, la théorie des phénomènes pseudo-périodiques est 
complexe et le plus souvent peu élaborée. Ceci étant, on peut baser 
l'étude de nombreux problèmes de vibration sur l'hypothèse de 
périodicité parallèlement à l'existence des phénomènes vibratoires 
apériodiques a priori. 

En plus de leur périodicité, les mouvements vibratoires se carac- 
térisent par la forme et l'amplitude, ces critères cinématiques per- 
mettant de classer les différents phénomènes vibratoires de façon 
appropriée. 

On a déjà souligné que l'objectif principal de la théorie des vibra- 
Lions est l’étude des phénomènes vibratoires dans les systèmes dyna- 
miques déterminés : systèmes vibratoires. Il est donc nécessaire d’ef- 
fectuer un classement des systèmes vibratoires selon leur comporte- 
mont dynamique. Naturellement, un tel classement serait entiè- 
rement systématique pour les seuls modèles caractérisés par un nom- 
bre de propriétés restreint. Les systèmes vibratoires peuvent être 
classés selon plusieurs critères: premièrement, selon le nombre de 
degrés de liberté; deuxièmement, selon les critères énergétiques en 
séparant les systèmes actifs (avec source d’énergie interne) des sys- 
tèmes passifs; troisièmement, selon les propriétés des paramètres du 
système en dégageant les systèmes à paramètres indépendants de son 
état (systèmes linéaires) et à paramètres, fonctions de l'état du 
système (systèmes non linéaires); quatrièmement, selon les condi- 
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tions de fonctionnement en partageant les systèmes en autonomes: 
et non autonomes. 

Il est évident que les systèmes vibratoires les plus simples sont 
ceux à un degré de liberté; c'est précisément par ces derniers que l'on 
commence à envisager les phénomènes vibratoires dans les systèmes 
dynamiques parfaits (Ch. 1 à 5). On traite, ensuite, des systèmes 
autonomes et non autonomes à deux degrés de liberté et plus (Ch. 6 à 9) 
ainsi que des phénomènes vibratoires et certains effets ondulatoires 
dans les systèmes à paramètres distribués (Ch. 10 à 11). 

Soulignons que les systèmes à un degré de liberté représentent l'ob- 
jet le plus accessible à l'étude des mouvements vibratoires possibles 
à propriétés non linéaires les plus variées. Par contre, les systèmes 
non linéaires à deux degrés de liberté et plus, de même que les systè- 
mes distribués, ne se prêtent à une analyse systématique que dans 
certains cas particuliers. Même en une approximation linéaire leur 
étude est beaucoup plus compliquée et n’admet pas nombre de 
techniques qualitatives et démonstratives qui sont possibles pour 
les systèmes à un degré de liberté. Cela explique pourquoi la matière 
des Ch. 6 à 11 est exposée d’une autre manière que celle des premiers 
chapitres : son contenu apparaît quelque peu succinct car pour met- 
tre en relief les résultats physiques fondamentaux, on a dû omettre 
plusieurs calculs intermédiaires, surtout lorsqu'on applique les 
méthodes d'analyse décrites antérieurement. Toutefois, ces diffé- 
rences dans l’exposé de certaines divisions sont, à notre sens, tout 
à fait justifiées par la spécificité des sujets traités d'autant plus que 
la majeure partie de la matière présentée n’a pas été publiée aupara- 
vant dans les manuels sur la théorie des vibrations. 

En écrivant ce livre les auteurs se sont posé comme objectif prin- 
cipal l’étude systématique argumentée et la plus exhaustive possible 
des phénomènes vibratoires dans les divers systèmes dynamiques 
ayant une valeur pour la physique et la technique en utilisant dans 
chaque cas les méthodes d'analyse et de calcuLles plus appropriées. 


CHAPITRE PREMIER 


OSCILLATIONS LIBRES DANS LES SYSTÈMES 
CONSERVATIFS À UN DEGRÉ DE LIBERTÉ 


$ 1.1. Systèmes oscillants conservatifs et analyse générale 
des oscillations libres en idéalisation conservative 


En considérant les systèmes oscillants on doit porter une atten- 
tion toute particulière aux systèmes à amortissement faible dont 
l'énergie dissipée en une période (ou une pseudo-période) d'oscilla- 
tion est petite par rapport à la réserve totale d'énergie caractérisant le 
mouvement à étudier. Les propriétés oscillatoires de ces systèmes 
sont particulièrement bien mises en évidence. La plupart des appli- 
cations font appel à des systèmes oscillants à haut facteur de qualité. 
A ce propos il convient de citer les éléments résonateurs des circuits 
d'entrée des dispositifs radiorécepteurs, les circuits oscillants des 
filtres à bande, le pendule ou le balancier des mouvements d’horlo- 
cerie, les éléments oscillants dans les fréquencemètres et les analy- 
seurs de spectre... 

Un bon nombre de propriétés de ces systèmes ne dépendent que 
très faiblement de la valeur et du caractère d'amortissement à condi- 
tion, bien entendu que celui-ci reste suffisamment faible. Pour cette 
raison en nous limitant à des intervalles de temps suffisamment petits 
par rapport à la période d'oscillations on peut étudier plusieurs para- 
mètres importants des phénomènes oscillatoires en négligeant tout 
à fait l’amortissement, donc en considérant le système étudié 
en tant que conservatif. Naturellement, on a recours ici à uno idéali- 
sation fort poussée de sorte que l'application des résultats obtenus 
à l'étude de ce système parfait à un système réel doit se faire en 
tenant compte des modifications apportées par les amortissements 
toujours présents dans les dispositifs physiques réels. 

Les systèmes oscillants conservatifs sont des systèmes idéalisés 
dont la réserve d'énergie mécanique ou électromagnétique ou l’en- 
semble de ces deux reste constante tout au long des oscillations. 

On connaît aussi toute une classe de systèmes oscillants dans 
lesquels les pertes par période d'oscillations sont compensées aux 
dépens d’une source d’énergie interne de telle sorte que la réserve 
d'énergie ne varie pas d’une période d'oscillations à l’autre. Ces 
systèmes dits auto-oscillants feront l’objet d'étude de l’autre chapi- 
tre du livre. 
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Quoi qu'il n'existe pas dans la nature des systèmes oscillants 
conservatifs l'étude de ceux-ci permet de tirer de nombreuses don- 
nées qui aident à étudier les systèmes différents de ceux conserva- 
tifs et surtout les systèmes qui en sont voisins. 

Le nombre de degrés de liberté du système se détermine par le 
nombre de variables indépendantes nécessaires à la description exhaus- 
tive du mouvement de système. En nous limitant dans notre étude 
aux systèmes à un degré de liberté nous devons, dans un cas général, 
pour décrire les mouvements dans les systèmes conservatifs, envisager 
les équations différentielles du second ordre *) 


z = Or, 2). (1.1.1) 


Toutefois, cetle équation ne décrira le mouvement dans un systé- 


me conservatif que pour certaines formes de la fonction ® (x, x). 
Pour simplifier les considérations partons du cas où l'équation 
décrivant le mouvement dans le système étudié ne contient pas 


de x, c'est-à-dire, lorsque la force de rappel ne dépend pas de la 
vitesse. La forme générale d’une telle équation différentielle du 
second ordre sera alors: 


z = f(x), (1.1.2) 


et l’on admet qu'il est toujours possible de passer de la forme 
F (x, zx) — O0 à celle de (1.1.2) en explicitant cette équation par 


rapport à x. 

Pour les systèmes mécaniques décrits par les équations du ty- 
pe (1.1.2) on peut admettre que la seconde dérivée de x représente la 
force d'inertie réduite alors que le second membre traduit la force 
surgissant dans le système et due uniquement à la position de la 
masse en question (force élastique, par exemple), toutes les deux 
étant rapportées à l’unité de masse. Dans les systèmes électriques 
pour lesquels on admet la charge x comme la variable principale, 
le premier membre de l'équation (1.1.2) dépend de la f.é.m. due 
à l'induction alors que son second membre, de la f.é.m. due à la 
capacité du système. 

A l’équation du type (1.1.2) se ramène, par exemple, l'équation 
d'oscillateur harmonique 


z + or = 0. (1.1.3) 


*) Iciet plus loin la différentiation par rapport au temps est notée par un 
point surmontant la variable concernée. 
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Un pendule mathématique parfait (fig. 1.1) de longueur de sus- 
pension / et de masse m se trouvant dans un champ de gravitation 
à accélération g est décrit par une équation différentielle de mouve- 
ment en coordonnée angulaire 
œ de la forme 


® + o? sin @ — 0 où wi = g/l. 
(1.1.3a) 


Pour un circuit électrique 
oscillant sans pertes (fig. 1.2) 
l'équation du mouvement tirée 
de l'équation de Kirchhoff 
acquiert la forme 

Le + glC = 0: Fig. 1.1. Pendule mathématique 


si l’on y pose zx = g et wi = 1/LC on retrouve l'équation (1.1.3). 
Les deux équations (1.1.3a) et (1.1.3) décrivent les oscillations 
dans les systèmes conservatifs, mais l'équation (1.1.3) est linéaire 
en abscisse x et, donc, traduit le mouvement dans un système oscil- 
lant linéaire. Par contre, l’équation (1.1.3a) est non linéaire en coor- 
donnée œ (la force de rappel 

étant proportionnelle à sin œ) 

de sorte que le système oscillant 

L te correspondant est non linéaire. 
Reprenons l'analyse de 

l'équation (1.1.2). En supposant 

Fig. 1.2. Circuit électrique sans pertes la fonction f (x) holomorphe et 
intégrable et, dans un cas géné- 


ral, non linéaire en zx, introduisons une nouvelle variable y = x 
qui permet d'éliminer le temps sous forme explicite des équations 
du mouvement quoique toujours z = x (t) et y = y(t). On peut 
alors écrire 


Dans les nouvelles coordonnées l'équation (1.1.2) acquiert la forme 
suivante : 


dy _ f(x) 
dE — y * (1.1.4) 


En intégrant la dernière équation il vient: 
+ f(x)dr=h, (1.1.5) 


où À —= const. 
2747 
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L'expression — \f (x) dr = V (x) est une fonction potentielle 


proportionnelle à l’énergie potentielle du système; la quantité y?/2 
représente l'énergie cinétique rapportée à l'unité de masse. De sorte 
que la relation 


est une écriture na]jturelle de la condition de conservatisme du système 
se traduisant en a constance de la réserve totale d'énergie. 
Dans un cas plus général lorsque la force de rappel dépend de la 

vitesse l'équation (1.1.1) peut prendre la forme suivante: 

dy __ Oz, y) 

es (1.1.7) 
S'il en est ainsi (1.1.1) décrira un système conservatif à condition 
que l'équation admette l'existence d'une intégrale univalente de 
la forme: 

F (x, y) — const. 


En substituant y = x, on peut utiliser la méthode connue d'étude 
du mouvement du système étudié à l’aide du plan de phase, plan 
des coordonnées zx et y. 

A chaque’état du système correspond un couple de valeurs des x 
et des y, donc, un point dans le plan de phase. Convenons d’appe- 
ler ce point dont les coordonnées déterminent univoquement l'état. 
instantané du système un point descriptif ou représentatif. I] est 
évident que le mouvement effectué par le système se traduira par la 
variation des valeurs des x et des y et, par conséquent, le point 
représentatif suivra une certaine courbe que l’on a l'habitude d’ap- 
peler trajectoire de phase du mouvement. 

Pour le système étudié les variables x et y sont liées entre elles 
par un système de deux équations différentielles du premier ordre: 


x ÿ; (1.1.8a) 
y = f(x) (1.1.8b) 


ou par une équation dy/dx = f (x)/y (cf. (1.1.4)) dont l'intégrale 
conduit à l'équation des trajectoires de phase *). Il découle des 
propriétés générales des équations différentielles que par chaque 
point du plan de phase il ne passe qu’une et une seule trajectoire 


*) Dans le cas général les courbes intégrales décrites par l'intégrale de 
l'équation (1.1.4) ne correspondent pas univoquement aux trajectoires de phase. 
Toutefois, comme on s'intéresse en premier lieu à la forme de celles-ci nous 
poserons, dans ce qui suit, que l'équation (1.1.4) fournit une famille de trajectoi- 
res de phase dont la définition univoque exige une certaine considération supplé- 
mentaire vu les conditions initiales et les propriétés du système étudié. 
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de phase à l'exception des points où f (x) et y s'annulent simulta- 
nément. Dans ces points singuliers la direction et le nombre de tra- 
jectoires de phase deviennent indéterminés et les propriétés du systè- 
me pour ces valeurs de coordonnées nécessitent une étude spéciale. 

Notons qu'en déduisant l'équation des trajectoires de phase nous 
avons exclu le temps sous forme éxplicite. La forme des trajectoires 
de phase ne nous renseigne que sur certaine marche temporelle du 
phénomène étudié, et ne permet pas sans études supplémentaires de 
déterminer la valeur de la variable principale x en fonction de t. 

Adressons-nous aux Conditions sous lesquelles le système est 
conduit aux états d'équilibre. En état d'équilibre, la vitesse du 
mouvement s’annule de sorte que le système doit être dépourvu de 
forces qui donnent naissance au mouvement, c’est-à-dire, 


y=z—0, y=zx=0. (1.1.8) 


D'où il vient que dans les points correspondant aux positions d’équi- 
libre (y = 0, x —zx;) on a 


f (x) =0, (1.1.9) 


si bien que la fonction potentielle V (x) possède un extrémum on 
T = x; puisque y = f (x) — —+ V (x), et pour x = x;, 


frs) = V (a) lex, =0. (1.1.10) 


Les points singuliers où la condition (1.1.10) est remplio s’appel- 
lent points singuliers du premier ordre. Si 
ll n+1 
_—. V (x) [xe-x, = Ù, _—_— V (x) [x=x, 0, 
où x == 1, 2, ..., les points singuliers sont de l’ordre n. 

On en conclut donc que les positions d'équilibre du système 
correspondent à y; — Ü, f(x;) — O, c'est-à-dire, comme on l'a 
indiqué, aux points singuliers dans le plan de phase. 

Soit x = x;, y = 0 les coordonnées d’un point singulier dans le 
plan de phase. Désignons V'(x;) = h;. Si V (x) a un minimum 
pour æ = zx;, alors 


d dè 
—— V (a) [x=x, = 0, se V (2) [x=x, > 0. (1.1.11) 


Au voisinage du point x = x;, la fonction V (x) peut être développée 
en série de puissances de Ë — x — x, 


V(a)=V(x)+ nv L … (1.112) 


de 
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Pour les petites variations des x et des y au voisinage de la position 
d'équilibre, on peut écrire une équation des trajectoires de phase 
(1.1.6) sous la forme 


Sn+V(m)++ 5 ss V (z)lx=x, Eh (1.1.13) 


soit 
n° +aE2—2(h—h;) (1.1.14) 


dv 


où n=Y Ar > 0. 


XX; 

On voit donc qu’à des puissances supérieures de & près on a obtenu 
les équations des ellipses en tant qu'équations des trajectoires de 
phase au voisinage de la position d'équilibre correspondant au mi- 
nimum de la fonction potentielle (et, par conséquent, de l'énergie 
potentielle). Ces ellipses se différencient entre elles par la longueur 
des demi-axes définie par la quantité À — h;. En choisissant diver- 
ses valeurs de k on obtient de différentes ellipses qui, à mesure que À 
s'approche de h;, se rétrécissent en tendant vers un point (z;, 0) 
pour k = h;. 

La présence dans le plan de phase des trajectoires de phase fer- 
mées (des ellipses au voisinage du point singulier considéré, par 
exemple) témoigne de l'existence des mouvements périodiques. 
D’après notre analyse, au voisinage du point singulier où l'énergie 
potentielle est minimale, il existe des mouvements périodiques 
caractérisés par les trajectoires de phase elliptiques correspondant 
aux oscillations harmoniques. Le mouvement réel est d'autant plus 
proche du mouvement harmonique que la réserve d'énergie du syste- 
me dépasse moins la réserve d'énergie au point d'équilibre, c'est-à- 
dire que la quantité À —h, est plus petite. Dans les systèmes où la 
fonction potentielle représente une fonction quadratique de la coor- 


donnée zx, Le V (x) est constamment nul pour #7 > 2, l'équation 
des trajectoires de phase ayant la forme 
y? + ax? = const (1.1.15) 


quelle que soit la valeur de h —h;. Notons seulement que cela se 
rapporte au cas trivial du système linéaire, car si V (x) = &) + 
+ ot + a&x?, alors f (x) = — a, — 2a;:x, et l'équation acquiert 
la forme x + 2x,x — — «.. Cette dernière équation n'est autre que 
l'équation connue de l'oscillateur harmonique. 

Ainsi donc, la position d'équilibre étudiée (minimum de la 
fonction potentielle) correspond, dans le plan de phase, à un point 
singulier dit point singulier du type centre et traduit la position d'équi- 
libre autour de laquelle le système est susceptible d'effectuer des 
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oscillations voisines de celles sinusoïdales ou bien exactement sinu- 
soïdales. La représentation dans le plan de phase de ces mouvements 
se caractérise par la présence d’une famille de trajectoires de phase 
fermées entourant un centre telles qu’elles tendent (à l’exception 
des cas spéciaux où la fonction potentielle dépend de la coordonnée 
au voisinage du point singulier donné) toujours vers des ellipses 
lorsque l'amplitude d'oscillations diminue. Pour notre cas, il est 
possible à partir de l’équation (1.1.6) d'obtenir par une série de cal- 
culs simples une expression de la période d’oscillations 


y=+V2(h—V(x)). (1.1.16) 
Comme y = dx/dt, alors dt = dx/(+V2Vh — V (x), et 
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1 dz 
+: (1.1.17) 


En suivant le mouvement le long de l’axe du temps positif et en 
vertu de la symétrie de la famille de trajectoires de phase par rapport 
à l’axe des x on obtient pour l'amplitude donnée des oscillations 
l'expression de la période d'oscillations de la forme suivante: 


Xo 


Aa 


à dz 

T=V 2 \ VE ACÉ (1.1.18) 
ai 

Ici a, et a, sont des écarts du système aux instants du passage de 

y — dzx/dt par les valeurs zéro. Respectivement, a, — a, représente 

un battement pour une réserve d'énergie k donnée mais arbitraire. 

Dans le cas général, l'expression obtenue pour T sera une fonc- 
tion de a, et de a, de sorte que pour un système non linéaire il y a une 
dépendance entre la période d’oscillations et la réserve d'énergie 
globale ou le battement des oscillations effectuées (le non-isochroni- 
Sme des oscillations dans les systèmes non linéaires). Seulement pour le 
système linéaire lorsque la fonction potentielle est une fonction 
quadratique des coordonnées V (x) = @) + x + ar, les oscilla- 
tions autour de la position d'équilibre admettent T — 2n/V 2, = 
= A V 2/V'@, c’est-à-dire que la période est égale à une quantité 
indépendante de l'amplitude des oscillations effectuées. Dans ce cas 
les oscillations deviennent isochrones et la période d’oscillations 
libres dans un système linéaire ne dépend pas de la réserve d'énergie 
lui initialement fournie. 

Envisageons le cas où la position d'équilibre du système et, 
partant, le point singulier dans le plan de phase correspondent au 
maximum de la fonction potentielle V (x). En procédant alors aux 
mêmes calculs on obtient une équation analogue pour les petites 
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Variations des y et des x, toutefois, 
VV (2) lim, = —a <0 1.1.19 
dx: LT ’ (1.1.19) 


si bien que l'équation (1.1.14) prend la forme 
n° — aë — 2(h —h;}). (1.1.20) 


Cette équation des trajectoires de phase pour le voisinage du point 
singulier étudié fournit des hyperboles aux asymptotes : 


n= + Va. (1.1.21) 


Ainsi donc, un point singulier dans le plan de phase correspon- 
dant au maximum de la fonction potentielle représente un tel point 
singulier par lequel ne passent que deux trajectoires de phase alors 
que dans son voisinage toutes les autres trajectoires de phase ont la 
forme des hyperboles. Ces points correspondent à la position d’équi- 
libre instable car un écart du système aussi petit soit-il de la position 
d'équilibre conduit à l'accroissement ultérieur des variations des 
coordonnées du système, c’est-à-dire à l'éloignement progressif à par- 
tir du point d'équilibre. Dans le plan de phase, on observe le 
point représentatif quittant le point singulier et se mouvant le long 
de l’une des trajectoires de phase fuyantes. 

Illustrons les cas ci-étudiés sur les images graphiques des deux 
cas typiques décrits en faisant une remarque évidente. Selon la 


définition même de la grandeur y = x les valeurs y > 0 correspon- 
dent à l'accroissement des zx alors que y << 0, à la diminution des x. 
Pour cette raison, dans le demi-plan de phase supérieur le point 
représentatif se meut le long des trajectoires de phase constamment 
dans le sens des zx croissants et, dans le demi-plan inférieur dans le 
sens des z décroissants. 

Si l’on représente graphiquement la fonction V (x) et si l'on 
construit les trajectoires de phase en partant de l'équation y*/2 4 


+ V (x) = h ou de sa solution y — + 2 (h — V (x)) alors, en se 
donnant les valeurs différentes de À, on obtient deux cas caractéris- 
tiques (fig. 1.3, points À et B). La valeur x = x, correspond au 
minimum de la fonction potentielle V (x) et le point À (x1, 0) est un 
point singulier du type centre. Le point B (xp, 0) correspond au 
maximum de la fonction V (x) et représente un point singulier du ty- 
pe col qui définit dans le plan de phase la position d'équilibre insta- 
ble. 

La famille de trajectoires de phase et de points singuliers dans 
le plan de phase est conventionnellement appelée portrait de phase 
du système, il représente graphiquement son comportement dyna- 
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mique. À ces deux éléments principaux du portrait de phase d’un systè- 
me conservatif il convient d'ajouter les trajectoires de phase limitro- 
phes entre les domaines du plan de phase correspondant aux mouve- 
ments de caractère distinct. Ces lignes (telles que la ligne C sur la 
fig. 1.3) sont dites lignes de séparation ou séparatrices. Leur disposition 
rend bien évidents les domaines d'éventuels mouvements de types 


variés ainsi que les valeurs des coordonnées de phase x et y = x pour 
lesquelles un mouvement se trans- 
forme en un autre. Ainsi on voit 
sur la fig. 1.3 que la courbe C 
délimite, au voisinage du point 
A, un domaine à l'intérieur 
duquel il existe des mouvements 
pendulaires autour de la position 
d'équilibre stable. En dehors de 
ce domaine ces mouvements 
n'existent pas et le caractère du 
mouvement du système, i.e. la 
forme des trajectoires de phase, 
ne peut être défini qu'à la 
condition de donner la forme de 
la fonction potentielle V (x) dans 
un domaine plus étendu que celui pig. 1.3. Construction des trajectoires 
de variation des x. de phase d'après la fonction V (x) 

En général, si l’on a la possi- donnéc 
bilité de tracer ne serait-ce que 
d’une manière approchée le portrait de phase du système, cela facilite 
notablement, dans la plupart des cas, l'analyse des propriétés généra- 
les du système, de plus, la forme du portrait de phase montre immé- 
diatement plusieurs propriétés les plus caractéristiques du système. 
C'est la raison pour laquelle la méthode du plan de phase s'avère 
particulièrement utile dans une étude qualitative des divers systèmes 
oscillants, surtout de ceux non linéaires. 

Nous n’allons pas développer ici les méthodes d'étude qualitati- 
ve des systèmes dynamiques à l’aide d’un plan de phase ni non 
plus détailler les types possibles des points singuliers et des trajectoi- 
res de phase des systèmes conservatifs. Nous renvoyons le lecteur 
intéressé aux références [1 —3]. Les données et les définitions prin- 
cipales sont présentées ici à titre de rappel des éléments de la méthode 
du plan de phase que fous allons souvent utiliser (avec les explica- 
tions correspondantes) dans Ja suite. 

Sans étendre l'étude qualitative des systèmes conservatifs à un 
degré de liberté aux systèmes plus complexes pour lesquels les équa- 
tions du mouvement n’ont pas une forme aussi simple, rappelons 
seulement quelques principes généraux. 
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Dans nombre de cas d'analyse de systèmes plus complexes il 
apparaît rationnel d'appliquer l'équation du mouvement de Lagrange 


d OL 0L 
_ (5) -5 =0, (1.1.22) 
où L (x, y) est une fonction de Lagrange qui, pour les systèmes sim- 
ples semblables à celui envisagé ci-dessus représente une différence 
entre les énergies cinétique et potentielle. Comme on sait pour les 
systèmes à plusieurs degrés de liberté on obtient un système d’équa- 
tions de Lagrange 


+(e)-(5)=0. 11,2, 9, 2200 M 


Pour les systèmes conservatifs électriques (même dans de nombreux 
cas simples) l'équation du mouvement ne se ramène pas à la forme 


z = f (x), maïs a une forme plus complexe, (z, x, x) = 0, ce qui 


donne x = f (x, x),y = f (x, y) si bien que l'équation des trajectoires 
de phase se met sous la forme suivante 


dy __ f(x, y) 
M up (1.1.23) 


Il n’est pas toujours aisé de calculer l'intégrale de cette équation et 
d'obtenir l'équation pour la construction des trajectoires de phase. 
Les systèmes conservatifs donnent naissance à l’intégrale dite 

d'énergie: 
pe Leh (1.1.24) 


En d’autres termes, pour ces systèmes il existe l'intégrale de mouve- 
ment du type F (x, y) — hk. Géométriquement, cela se ramène à ce 
que les intégrales de l'équation du mouvement sont des fonctions 
correspondant aux trajectoires de phase (courbes de niveau égal) 
obtenues par la coupe de la surface z — F (x, y) par les plans z = h. 

De ce fait, il vient la nécessité de l'existence des trajectoires de 
phase fermées entourant les points singuliers isolés ou bien des tra- 
jectoires fuyantes pour des intervalles restreints de variation des x 
et y et l'impossibilité pour les systèmes du type envisagé de l’exis- 
tence des points singuliers vers lesquels tendent toutes les trajectoires 
de phase du domaine adjacent, points dits foyers ou nœuds. 

Notons qu'en considérant les systèmes électriques on rencontre 
souvent le cas où l'énergie cinétique du système conservatif ne 


s'exprime pas par une fonction quadratique homogène de x. Rappelons 
qu'en mécanique dans de nombreux problèmes la masse inerte 
peut être considérée comme constante (m — const) et pour les coor- 
données dûment choisies l'énergie cinétique est une fonction qua- 
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dratique homogène alors qu’en application aux ferromagnétiques 
l'équivalent électrique de la masse — inductance — est souvent 
une fonction du courant (de la vitesse). 

Toutefois, que ce soient le cas le plus simple ou plus complexe 
mentionné ici l'équation des trajectoires de phase permet indépen- 
damment de cela d’obtenir le portrait de phase et d'effectuer l’ana- 
lyse qualitative du système dans le plan de phase. Certes, on ne peut 
dans tous les cas obtenir une expression simple du type y — 


=+ÿ 2(hk—V (x)), si bien que pour construire le portrait de phase 
on doit appliquer des techniques plus générales telles que la méthode 
de construction des trajectoires de phase à l’aide d’isoclines. 


$ 1.2. L'analyse qualitative des oscillations d’un pendule 


Pour illustrer les voies d’une étude qualitative des mouvements 
oscillatoires il est très instructif d'envisager certains exemples typi- 
ques des systèmes mécaniques. Le pendule parfait représente l’un des 
plus simples des systèmes méca- 
niques conservatifs non linéaires. Vÿ 

L'équation du mouvement 


d'un pendule (parfait) est de 


x in x = D'ANENDSER 
EE mg sin z = 0, (1.2.1) . 
z—= — (g/l) sin x. E 


| 
| 
En désignant wo, = g/l il vient PR 
(cf. (1.1.2)) f (x) = — © sin x. 


En désignant x — y on a y — 
— f(x) soit dy/dx = — (wi sin x)/y. 
Alors, on trouve VV (x) — 
— — 4) Cosxz à une constante 
près et l’on peut écrire 


1 


DJ 


Fig. 1.4. Portrait de phase d'un pen- 
y®= h+wicosz. (1.2.2) dule 


Cette expression permet aisément de construire les trajectoires de 
phase du système donné et de tracer sur le plan de phase un portrait 
de phase général du système (fig. 1.4). 

Deux types de trajectoires de phase correspondent à deux types 
de mouvements. Les trajectoires fermées entourant les points singu- 
liers du type « centre » aux coordonnées y = 0, x — x (n est un 
entier quelconque), correspondent aux mouvements pendulaires 
autour de la position d'équilibre inférieure stable où l’énergie poten- 
lielle est minimale. Les points singuliers y = 0, x — (2n —1)x 
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du type « col » correspondent à la position d'équilibre supérieure où 
l'énergie potentielle atteint son maximum. 

Les trajectoires fuyantes obtenues pour À >> w traduisent les 
mouvements de rotation du pendule qui apparaissent lorsqu'on com- 
munique à celui-ci une quantité de mouvement initiale assurant le 
passage par la position supérieure avec une vitesse non nulle. Dans 
le plan de phase cela se traduira par la sortie du point représentatif 
de la limite du domaine délimité par les courbes C,, C;:. Ces courbes 
passant par les cols et servant au voisinage des points donnés d'asymp- 
totes des trajectoires de phase hyperboliques, sont des séparatrices. 
Elles partagent les domaines topologiquement distincts dans le plan 
de phase : le domaine des trajectoires provenant de — © et partant 
vers -} co et le domaine des trajectoires fermées. 

En reprenant notre exemple, écrivons y dr/dt = V2 (h — V(x)}), 
d'où 


XL: 


— \ dr 
2 V2G-V GE) 
Si pour zx — + a, y = 0, alors k — V (a) — — w; cos a de sorte 
que l’on obtient pour la demi-période des oscillations l'expression : 
+a 
T _ dx 
2 7/2 D V'oëi cos z—icosa 
soit 
T n 
a \ ee (1.2.3) 
2 Wo V2 cos a V/cos z/cos a —1 


D'où il vient que dans l’exemple envisagé la période des oscilla- 
tions est fonction de leur amplitude, c'est-à-dire que les oscillations 
dans le système examiné sont non isochrones. Si le système était li- 


néaire l'équation qui le décrit aurait la forme = wx et dyldx — 
= — «of (x/y). Dans ce cas, celui d’un oscillateur linéaire, 

À: :5 1 1 TT — 

ge —-gor+sh, y=+LV has, 


Pour les oscillations d'amplitude a lorsque x = + a, y = O on ob- 


tient k — a? et y = dxldt = + V a* — r'w,. Pour la demi-période 
des oscillations, les x variant de —a à +a on a 


+a 
T dz A 
2 LA &p Va? — 7° EU 
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d’où l’on obtient une expression caractéristique du système linéaire 
T = 2x/w, qui montre l’indépendance de la période d'oscillations 
de leur amplitude, donc, l'isochronisme des oscillations dans les 
systèmes linéaires. 


$ 1.3. Application de la méthode des approximations successives 


En laissant de côté les autres exemples de l'analyse qualitative 
des systèmes à un degré de liberté utilisant un plan de phase, faisons 
connaissance avec une méthode fort répandue du calcul quantitatif 
approché des systèmes qui nous intéressent, notamment, avec la 
méthode des approximations successives. Sans généraliser l’applica- 
tion de cette méthode connue, traitons le cas précédent du pendule. 

Ecrivons l'équation du mouvement sous la forme 


z+ osinz = 0, (1.3.1) 
Où &w; — g/l et développons sin x 
sinz=z— ++... (1.3.2) 


En nous limitant aux valeurs de x 1 retenons le terme en r°. On 
‘obtient 


2+ wir — Lois = 0. (1.3.3) 


En récrivant cette équation sous la forme 
z + ox + aux = 0, (1.3.4) 


recherchons tout d’abord, comme d'habitude, la solution en série de 
puissance par rapport à «: 


TZ = LT Fan + air +... (1.3.5) 
En substituant cette série dans l'équation (1.3.4), on obtient 
To + at, + ar, +... + @fto + GO + AWiTo +... 
+ ao, + aux, + œloir, + ... = 0. 
Lorsque a = 0, x = x, la solution est en approximation zéro, et 


Zo + &Ëz) — 0 est une équation d'approximation zéro. 

L'équation en première approximation s'obtient de l'équation 
générale en y retenant les termes contenant & à la puissance n'excé- 
dant pas la première 


Lo + AT + Dit + Qor, + awsr, = Ù 
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et compte tenu de l'équation d’approximation zéro en zx, on obtient. 
l'équation définitive de première approximation 


nm + OT = — DT. (1.3.6): 


Dans notre cas, en choisissant les conditions initiales sous la forme 


t—=0,zx = 0,zx = 0, nous obtenons la solution del’équation d'appro- 
Ximation zéro 


Zo = à COS (wt). 
L'équation de première approximation s'écrit respectivement 
T + OT, — — 45 cos? (ot). (1.3.7): 


En nous servant de la transformation trigonométrique connue, nous. 
pouvons écrire 

pr 2 (e À 2 3a3 a 

Ti + OT = — 7 5 COS (3Wpt) ——— & cos (wot). (1.3.8) 
La solution de cette équation différentielle linéaire comprend un 
terme séculaire dû à la présence, dans le second membre de l’équa- 
tion, d’un terme avec pulsation de résonance. 

La solution forcée est donnée par 


3 3 
x — _. cos (3œt) + t sin (ot). (1.3.9) 


Il est clair qu’une telle solution ne traduit pas le mouvement réel 
du système. 

11 est légitime de se demander en quoi donc consiste la tare d’une 
telle méthode de résolution dans le cas considéré? On trouve la 
réponse dans la propriété non isochrone des vibrations du système. 
En effet la forme de la solution que nous avons choisie prévoit l’exis- 
tence d'un mouvement de période constante 2x/w,, c’est-à-dire, 
d’une période de vibrations en approximation zéro. Or dans le cas 
réel il y a une différence de principe entre la période du mouvement 
à amplitude finie et celle du mouvement à amplitude infiniment 
petite. Voilà pourquoi on obtient cette contradiction que nous. 
avons signalée et que l’on ne peut éliminer qu’en cherchant une 
solution à la période différant de eelle des vibrations en approxima- 
tion zéro. 

Comme cet écart de la période de 7, — 2x/«, doit essentielle- 
ment dépendre du degré de la non-linéarité du système, il est tout. 
à fait naturel d'introduire en considération une nouvelle pulsation, 
celle des vibrations à amplitude donnée en la définissant par 


oO? = où + ag + ag, +... (1.3.10)- 
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Si, dans les calculs, on se limite à la première approximation on 
peut poser &? — &f + ag, où’g est une certaine quantité encore 
inconnue. Compte tenu de ce complément on peut écrire à la pre- 
mière puissance de «x près (cf. (1.3.4)): 


z + or — agz + awx = 0. 
L'équation d’approximation zéro s'exprime par 
To + &°To — 0; 


pour les mêmes conditions initiales : t — 0,x = a, z — 0 ; sa solution 
est Zy — & COS (Bot). 
L'équation de pISmNEES approximation est 


A + OT = Lo — WT, (1.3.11) 
soit 


zi+ W?r, = ag COS (wt) + ao“ cos (3wt) À a3w? cos (wt). (1.3.12) 


On peut éliminer de cette équation le terme séculaire en choisis- 
sant g tel que 


ag—+ ao? 0. (1.3.13) 
L'équation en première approximation prend alors la forme 
x + W?z, = — + a? cos (3wt), (1.3.14) 
la relation (1.3.13) fournit g — 3/4 ao? et (1.3.10), 
w?= TS (1.3.15) 


La solution de l'équation en première approximation s'expri- 
me par 


Zi =C; cos (wf) + C, sin (ot) += cos (3owt), 


où C. et C, sont des constantes arbitraires. La solution complète 
de (1.3.4) en première approximation s'écrit alors de la façon sui- 
vante: 


x — a COS (wt) + aC, cos (wt) + aC, sin (ot) + Gas — cos (3wt). (1.3.16) 


Les valeurs des constantes arbitraires C; et C, peuvent être établies 
en exigeant que cette solution remplisse les mêmes conditions ini- 
tiales. Après les calculs nécessaires on un en définitive 


T=4a (1—0 5) cos (ot)+a - cos (3ot), (1.3.17) 
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où, comme indiqué 
&6 


D D — 
nr Eur 77 


En profitant de cette solution approchée de l'équation (1.3.4) 
établie à la puissance un de «& près, on obtient pour le pendule (&œ — 
— —1/6) 

a? 


2 2 
T= a (1+5) cos (ot) — cos (3wt), = Tr (1.3.18) 


La solution obtenue qui, nous l’avons précisé, est valable pour 
des élongations qui ne sont pas trop grandes (où l’on a sin x & x — 


—75 z ce qui est assez précis 


pour nous) et est approchée pour 
l'équation idéalisée 


x + © (z—+ z)=0, (1.3.9) 


se caractérise par deux particu- 
larités. Premièrement, les vibra- 
tions ne sont pas isochrones 
(w est fonction de a) et, deuxiè- 
10 20 a mement, les vibrations ne sont 
pas purement sinusoïdales, mais 
Fig. 1.5. Variation de la pulsation connaissent des harmoniques 
propre en fonction de l’amplitude (troisième harmonique, dans 
notre cas). Le non-isochronisme 
des vibrations peut aisément être représenté sur un graphique 
exprimant o en fonction de a. Dans le cas considéré, le graphique aura 
la forme donnée sur la fig. 1.5, on peut l'utiliser jusqu'à la valeur 
a &1, du fait que les vibrations d'amplitude plus grande rendent non 
valable Ja simplification adoptée antérieurement: sin x = x — 
— 41/6 r*. 


$ 1.4. Oscillations libres dans un circuit 
électrique non amorti à capacité non linéaire 


En guise d'exemple d’un système conservatif non linéaire à un 
degré de liberté considérons un circuit oscillant électrique non 
amorti avec un condensateur caractérisé par l’absence de dépendance 
linéaire entre la tension et la charge. De telles propriétés non linéaires 
sont caractéristiques pour les condensateurs dans lesquels en qualité 
de diélectrique on utilise des matériaux à propriétés ferro-électriques 
et les capacités des jonctions p — nr (dans les diodes à semi-conduc- 
teur, par exemple) qui apparaissent sous la tension de polarisation 
inverse. . 
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Comme on sait, les condensateurs ferro-électriques se caractérisent 
par l'absence de la proportionnalité directe entre la charge et la 
sie à ses armatures. En négligeant l’hystérésis on peut représenter 
cette dépendance sous forme d’un graphique, fig. 1.6. Pour chaque 
cas concret on l’obtient aisément 
par l'expérience et elle représente dc 
la caractéristique d’un élément 
non linéaire d'un système oscil- 
lant. Précisons ici que les pro- 
priétés du condensateur ferro- 
électrique dépendent essentielle- 
ment du type du ferro-électrique, 7 
ce dernier possédant une certaine 
inertie liée à la vitesse de varia- 
tion de la charge, ce qui rend 
la capacité du condensateur ee. 
fonction de la fréquence. Pour Fig. 1.6. Caractéristique volt-coulomb 
celte raison les caractéristiques JU condensateur à ferro-électrique 
non linéaires de tels condensa- 
teurs peuvent varier sensiblement à l'accroissement notable de la 
fréquence des oscillations électriques dans le circuit comportant 
un élément non linéaire. 

Si l'on introduit la notion familière de capacité définie par 
C = qlu, alors, en posant que u =  (q) on peut écrire: 


C (q) = g/œ (a). (1.4.1) 


L’allure approximative de la fonction C (g) pour un ferro-électri- 
que typique est montrée fig. 1.7. Dans le cas de la jonction blo- 
quée p-n on connaît la dépendance de Ca de la tension où Ca 

— dg'du. est une capacité dif- 
CA férentielle du dispositif donné. 
Cette dépendance a la forme 
représentée fig. 1.8 et sa forme 
analytique est donnée par 
nr Cy= 


| 40) 
L (uo—uc)} 
Fig. 1.7. Variation de la capacité en où À est une constante, w,, la 
fonction de la charge pour un conden- différence de potentiels de con- 
sateur à ferro-électrique tact pour cette jonction, uc, la 
tension aux bornes de la capacité, 
k, l’exposant dont la valeur pour divers types de jonctions (douce, 
brusque, etc.) varie de 1/2 à 3 et plus. Donnons-nous la loi la plus 
fréquente de la variation de la capacité différentielle en fonction 
de la tension pour les jonctions de germanium étroites 
Ce —— 
d duc  (uo—uc) A * 


(1.4.3) 
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D'où 
q—= —2A(u;—uc)/?+D, (1.4.4) 


où D est une constante d'intégration qu'il convient de déterminer 
à partir des conditions initiales. Soit uç = v — E. Posons que 
pour uc — —E (v = 0) où —EÆE est une tension de polarisation 
négative initiale, v, la tension extérieure appliquée à la jonction 
p-n, g = 0. En d'autres mots, nous ne tenons compte que de Ia 
charge sur la capacité due à l’écart de la tension sur cette dernière par 
rapport à la polarisation constante initiale —Æ. Ces suppositions 


(x) 


*È g Ug ke 


AU 1.8. Variation de la capacité Fig. 1.9. Caractéristique volt-coulomb 
différentielle de la jonction p-n blo- pour la capacité de la jonction p-n 
quée en fonction de la tension bloquée 


conduisent à D — 2A (uw, + E)!/1. En admettant qu’à v = 0, C4 — 
— C, on obtient À = Co (uw + E)t/2, d'où D = 2C, (w + E). 
En résolvant l'expression (1.4.4) par rapport à ue il vient 


1 1 1 
Uc= oz (Q—DŸ= Ets nre 2 (4.5) 
d'où 
(1.4.6) 
Co 4Ci(uo+E) *” Doi 
i.e. l'expression du type 
1 
v= —— (q —6g?), (1.4.7) 
0 


correspondant à la dépendance graphique représentée fig. 1.9. Cette 
relation n’est valable que pour v << w, + E, puisque pour les ten- 
sions aux bornes de la jonction p-n telles que uc > u, les 
relations utilisées sont dépourvues de sens car dans ce cas il 
y aura conduction directe. Notons que pour les autres types de la 
dépendance initiale Ca(uc), par exemple, pour 4 1/2 et en 
“vertu des capacités constantes en parallèle inévitables, on trouvera 
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des relations plus compliquées du type v = (1/Co) (q + B1g° + 
+B:2T +...) 


Compte tenu de la relation présentée considérons tout d'abord 
les évolutions oscillatoires se produisant dans un circuit oscillant 
conservatif doté d’un condensateur à ferro-électrique sans pertes. 
Etudions un circuit (fig. 1.10) dépourvu d'amortissement dont l’in- 


4 


L CG) 


0 ee 


Fig. 1.10. Schéma du circuit non Fig. 1.11. Courbe de la fonction poten- 
amorti avec condensateur à ferro-  tielle pour le circuit à condensateur 
électrique à ferro-électrique 


ductance L a une valeur constante indépendante des courants et 
tensions dans le système et la capacité C possède une caractéristique 
analogue à celle de la fig. 1.6. 
Conformément à la loi de Kirchhoff 
di 
L & + Uc = 0, 


où i— dq/dt, uc —œ(q). Alors 


d? 
LEE + p (9) =0. (1.4.8) 
Pour l'étude qualitative des mouvements dans ce système éta- 
blissons, dans le plan de phase, l'équation y — — (1/L) œ (x) 
(rappelons que y = x), soit 
dy _____ œ(xz) 
CPE TE (1.4.9) 
OÙ TZ = q. 
On peut associer à ce système une fonction potentielle 
V(a)=+ \ (x) dz (1.4.10) 


qui pour m(r) = u« correspondant à la courbe de la fig. 1.6 
a la forme représentée fig. 1.11. Sous cette hypothèse, la fonction 
potentielle accuse au point zx = 0 l'unique minimum qui corres- 
pond à la position d'équilibre autour de laquelle le système effectue 
les mouvements oscillatoires. 


3—747 
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Donc, dans le plan de phase on aura un point singulier unique, 
z = 0, y =0, du type centre autour duquel se situent les trajectoi- 
res de phase fermées traduisant les processus oscillatoires à ampli- 
tudes variées. L’équation des trajectoires de phase a la forme 


= h—V (x). 


Construisons par méthode des isoclines le portrait de phase du 
système non linéaire conservatif étudié. Cette méthode est valable 
pour les systèmes admettant la non-linéarité de tous types. On 
appelle isoclines dans un plan de phase les lignes sur lesquelles Îla 
pente des courbes intégrales dy/dxr — const. Les équations d'une 
famille d'isoclines pour le cas considéré s’écrivent ainsi: dy/dx = k; 
où k; sont des nombres quelconques. Alors en tenant compte de (1.4.9) 
on trouve l'équation de la famille d’isoclines 


kiy = q(x). (1.4.41) 


Maintenant pour pouvoir tracer le portrait de phase du système 
oscillant donné il faut approcher la caractéristique volt-coulomb non 
linéaire (voir fig. 1.6) par une relation analytique déterminée. Pour 
une grande quantité de matériaux ferro-électriques les plus variés 
les caractéristiques volt-coulomb des condensateurs ont la forme 
d'une parabole cubique à divers coefficients de la non-linéarité, 
c'est-à-dire 


pi =uc= 7 (1+ 09), (1.4.2) 
où y, est un coefficient de la non-linéarité. Si l’on introduit dans 
(1.4.8) une charge sans dimension x — g/q, une pulsation &f — 
—41/LC, et le temps sans dimension + — w,t, alors compte tenu de 


(1.4.12), l'équation des trajectoires de phase (1.4.9) revêt la forme 


dy z+ vx" L 
une, (4.4.13) 


où y = Yog, et les équations de la famille d’isoclines lui associées 
s'écrivent ainsi: 
K 
y= — 2. (1.4.14) 
t 

Comme on le voit, pour un système non linéaire les isoclines dans 
le plan de phase sont des paraboles cubiques à différents coefficients 
k;. En font l’exception seules l’isocline infinie (4; — oo) coïnci- 
dant avec l’axe des coordonnées x (y = 0) et l’isocline zéro (k; = 0) 
confondue avec l'axe des y (x — 0). La fig. 1.12 montre l’exemple de 
construction des trajectoires de phase par méthode des isoclines 
pour un circuit oscillant à diélectrique non linéaire. Les trajectoires 
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de phase fermées confirment le fait qu'il s’agit d’un système conser- 
vatif. On voit avec le portrait de phase qu'aux petites amplitudes 
d'oscillations tout comme dans le cas d’un pendule parfait les tra- 
jectoires de phase sont proches des ellipses, c’est-à-dire que les petits 
mouvements dans un système non linéaire sont voisins des oscilla- 
tions sinusoïdales d’un système linéaire. Cela est lié à ce qu’en cas 
de petites valeurs des z on peut 
négliger l'influence du terme non 
linéaire yr° devant le terme 
linéaire x sur le phénomène oscil- 
Jatoire dans le système. 
Naturellement, le portrait de 
phase obtenu du système dépend 
essentiellement de la forme de la 
caractéristique initiale de la non- 
linéarité du système: il permet 
d'évaluer qualitativement les 
phénomènes qui peuvent se pro- 
duire dans le système. Si la 
caractéristique de la non-linéa- 
rité a la forme représentée fig. 1.6 


on peut en tirer les conclusions 
P Fig. 1.12. Construction des trajectoi- 


ui ièrement, ]| . ne 
$ ne Première he. res de phase par méthode des isoclines 
oscillations symétriques SONT pour un circuit non amorti avec con- 
possibles autour de l'unique posi- densateur à ferro-électrique 


tion d'équilibre z — 0 (qg = 0); 

y = O0 (q = i = 0). Deuxièmement, la forme de ces oscillations 
diffère de celle sinusoïdale et cette différence est d'autant plus 
sonsible que l'amplitude d'oscillations est plus grande. Troisième- 
ment, en vertu des propriétés non linéaires spécifiques du conden- 
sateur ferro-électrique, plus grand est le coup initial (ou la réserve 


d'énergie initiale) l'amplitude d'oscillations y -= x, c’est-à-dire 
l'amplitude du courant dans le circuit, croît plus rapidement que 
l'amplitude de la charge. 

Donc, compte tenu des hypothèses adoptées nous ramenons la so- 
lution de notre problème à la recherche de la solution approchée de 
l'équation 


La+ (x +2) =0, (1.4.15) 
soit 
Z + WËz + VOS — 0, (1.4.16) 


où w; — 1/LC,. Cette équation appartient au même type que l'équa- 
tion approchée du pendule envisagé et nous permet d’écrire immé- 


1° 
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diatement sa solution 


as ai ‘ | 
T—=a (1—v3) cos (wi) + y =; cos (3wf) (1.4.17)} 


ar = (1.4.18) 


1 3] ya? ? 


a, l'amplitude des oscillations, les conditions initiales étant : x = a, 


i = zx —= 0 à l'instant t — 0. 

Pour les propriétés du: ferro-électrique données et les échelles 
choisies, on peut toujours trouver les valeurs numériques de y et 
obtenir une solution approchée valable dans un domaine des valeurs 
des z (—a< z< +a) à l'intérieur duquel premièrement, on peut 
se contenter de l’approximation que nous avons choisie et, deuxiè- 
mement, l’approximation à y à la puissance un près suffit. Dans ce 
cas nous rencontrons le non-isochronisme des oscillations et consta- 
tons la déviation de la stricte sinusoïdalité traduite par l'apparition 
de la composante à triple fréquence. La représentation graphique de 
la fréquence « en fonction de l'amplitude est du type de celle de la 
fig. 1.5. Ici il convient de souligner la circonstance suivante. Il 
s'ensuit de (1.4.18) que w devient l'infini à a? = 4/3 y et pour les 
valeurs plus grandes de a l'expression de w devient imaginaire. Ce 
résultat découle de l'insuffisance de la première approximation 
que nous avons utilisée pour ces amplitudes. 

Si l’approximation du type (1.4.12) traduit exactement la rela- 
tion de la tension sur la capacité en fonction de la charge, la solu- 
tion (1.4.17) en première approximation n’est valable que si l'on 
peut négliger les termes suivants. Il en est de même pour l'expression 
de la fréquence (1.4.18). C’est pourquoi pour de grandes amplitudes 
d'oscillations la solution approchée devient invalide indépendam- 
ment de la précision d'approximation. Ainsi, il se manifeste ici le 
caractère restrictif de la méthode des approximations successives ne 
fournissant pas d'expressions exactes pour les mouvements réels dans 
un système pour le cas des grandes amplitudes. Par la suite on se 
familiarisera avec une autre technique de détermination de la fré- 
quence des oscillations dans les systèmes de ce genre pour le cas de 
la loi sinusoïdale approchée des oscillations. 

Les phénomènes vont se dérouler quelque peu différemment si 
l'on utilise comme capacité dans le circuit la capacité de la jonction 
bloquée p-n de la diode à semi-conducteur. La forme de la fonction 
œ (q) sera alors différente. Si l'on admet que le graphique de V (q) 
défini par la fonction œ (q) est celui représenté fig. 1.9, et la dépendan- 
ce analytique est traduite par l'expression 


p (x) = (1/Ci) (x — Bz’), 
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la fonction potentielle 
1 


1 
V)=—+ ( p (x) dr = SIC, et x (1.4.19) 
sera représentée par une courbe donnée fig. 1.13. Quoique la fonction 
potentielle possède, en plus de minimum à zx — 0, encore un maxi- 
mum à z = 2,, celui-ci est situé 
au-delà des limites d'utilisation 
de l’approximation adoptée 
valable seulement pour rx <<æx 
où x, correspond à la charge si 
la tension sur la capacité est 
égale à la différence de potentiel 
de contact. Pour cette ne sur 
le portrait de phase il convient | | 
d'adopter comme traduisant Les Pi, #42. Courbe de le fonction 
événements réels la seule partie (ité de la jonction p-r bloquée d'une 
localisée dans le domaine où diode à semi-conducteur 
z << x. Il découle de l'analyse 
des trajectoires qu'il y a une possibilité d'existence pour les 
oscillations non amorties autour de l'unique position d'équilibre, 
celle de repos avec l’élongation positive inférieure à x,. Si pour une 
condition initiale donnée le point représentatif suit la trajectoire 
sortant des limites des valeurs indiquées de zx,, l'analyse effectuée 
n’est pas valable et pour considérer les processus réels dans un systè- 
me il convient de tenir compte de l'éventualité d’une conductivité 
notable de la jonction p-n. Si cette restriction est remplie il se pro- 
duira dans le système un phénomène oscillatoire dont les oscillations 
ont la forme différente de celle harmonique. 


$ 1.5. Oscillations libres dans un circuit à inductance non linéaire : 


Envisageons maintenant un autre exemple du système électrique 
non linéaire conservatif, à savoir, un circuit à inductance dépendant 
du courant qui y circule. Ce cas n’a pas d’analogue mécanique non 
relativiste, démonstratif et simple puisque la variation de l’auto- 
inductance en fonction du courant est équivalente, pour la mécani- 
que, au cas de la dépendance entre la masse et la vitesse. 

On observe ce genre de système électrique lorsqu'on utilise dans 
les inductances des noyaux en matériaux ferromagnétiques. Dans ces 
cas pour chaque noyau donné on peut obtenir la loi de variation du 
champ d’aimantation en fonction du flux d’induction magnétique. 
La courbe traduisant cette loi est dite courbe d'aimantation. Si l'on 
néglige le phénomène d’hystérésis son allure peut être représentée par 
le graphique de la fig. 1.14. L’intensité du champ } étant proportion- 
nelle au courant traversant la bobine il est possible de porter le 
courant sur l’axe des abscisses dans une échelle appropriée. 
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Pour le circuit représenté fig. 1.15 on peut écrire l'équation de 
Kirchhoff 


d® q 
DÉC TUÉ 


où n est le nombre de spires de la bobine traversées par le flux ma- 


F 


Fig. 1.14. Courbe de la variation du Fig. 1.15. Circuit oscillant sans per- 
flux magnétique ® en fonction du tes avec bobine d'inductance à noyau 
champ # ou de l'intensité i dans le de fer 

cas d’un ferromagnétique 


gnétique ® ou bien (en choisissant l'échelle de ® et de i en unités 
correspondantes) sous la forme 


do 
ED(D+L=0, +D(g)+2=0. (1.5.1) 
Alors 
+ +=0, (1.5.2) 
dq 
soit \ 
g=v(g, 9), (1.5.3) 


où vÿ— (+) 


Dans le plan de phase (x = q, y — z — g) on aura les trajec- 
toires de phase décrites par les équations 
e . d .! 
T=Y, Y=VŸ(z, y), te, (1.5.4) 


En multipliant l'équation (1.5.2) par dgq et en intégrant on obtient 
l'intégrale d'énergie 


D e e 4 : 
\ gd a =h. (1.5.5) 
g 
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Ici (1/20) q° est une énergie électrostatique (potentielle), 9 dg, 
q 
l'énergie magnétique (cinétique). En particulier, pour dD/dq LL 
— const, i.e. pour le cas linéaire on obtient une expression connue 
de l'énergie magnétique : Lq/2 ou Li3/2. 
De par sa nature physique, D (g) est une fonction impaire et, par 
conséquent, = q dq est supérieur à zéro et s’annule pour q = (. 


q : 
Ainsi donc, le point q = 0, q = 0 est un point singulier dans le plan 
de phase correspondant au minimum de l'énergie potentielle : 


ge — dO *° ,: 
=h—\ “4 dg- (1.5.6) 


La forme des trajectoires de phase peut être établie si l'on connaît ® 
en fonction de i — q. En se donnant selon Dreifus l'expression 


O (i) = À arctg (ai) + Bai, (1.5.7) 
où ÀA,Bet a sont des constantes correspondantes (a — nlS, nest le 


nombre de spires de courant traversées par un flux magnétique ®, 
la section des spires étant égale à S), on obtient 


d® Aa - 
Fur "has 

dO e- Lg ds i di hé Ld e 

\ Fi di = Aa \ rs 8 | i di, 


d® . ,. A T9 Ba 
\ ares aie 14 }+—i . 
D'où il vient l'équation des trajectoires de phase sous forme 


in (1 +) + Pt Ph. (1.5.8) 


a 


Elle décrit la famille de courbes entourant un point singulier du 
type centre, les courbes elles-mêmes étant proches des ellipses pour 


petits k (petites valeurs de zx = q et y = q = i) (fig. 1.16). 


Pour un intervalle restreint de valeurs i — q on peut approcher 
la courbe d'aimantation par un polynôme contenant les puissances 


impaires de g. Si au cours des mouvements étudiés le courant n’at- 
teint pas les intensités trop excessives dans le domaine de saturation 
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il est admissible d'utiliser comme une approximation la plus simple 
l'expression 
D (i) = Lo (i — vi), (1.5.9) 


où y 1, L,, l’inductance. 
Dans ce cas (dans les limites de l'intervalle de à choisi) dO/di — 
— L, — 3vL,i, cette quantité 
y étant dite valeur d’inductance 
instantanée. Alors 


[Sidi Loidi— 


= ( 3Y Lois di — > Li À YLois. 


L'équation de la famille de 
courbes wi a la forme 


Log À vo: +Tg= = h, 
(1.5.10) 


elle représente, également, l’équa- 
tion de la famille de courbes 
proches des ellipses (surtout 
dans le domaine des petites 
valeurs de À, c’est-à-dire, dans 


le domaine de petits g et g). 
Pour effectuer l'analyse quan- 

titative approchée du problème 

Fig. 1.16. Portrait dé phase d'un cervons-nous de la méthode des 


circuit non amorti avec bobine d'in- . un : S; 
ductance à noyau de fer en cas d'’ap- approximations successives. 1 


proximation de la dépendance du flux J'on choisit . l'approximation 
magnétique du courant selon Dreifus polynomiale la plus simple de 


la courbe d'aimantation, l'équation (1.5.2) s'écrit alors: 


Fa . NX 
9 (Lo— 3YL9°) ++ 9 =0 ou q—3yg"q+ wig =0 (1.5.11) 


où &5 = 1/L,C. 
Soit 
Q = LE Lo + Vas + Vite + ...; (1.5.12) 


en nous limitant à la première approximation, posons g = z = zo + 
+ yz,. En introduisant une correction de non-linéarité dans la: 
pulsation sous forme 


ts 


&® = ©? + yp, (1.5.13) 
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récrivons l’équation (1.5.11): 
Lo VE — 3Y (ro + V24)? (Go + V21) + (02 — Yp) (0 + vx) = 0 
En négligeant les termes en y à la puissance supérieure à un il vient: 
Lo 077 + Ÿ (ri + Ori — pro — 32870) = 0 
L'équation en approximation zéro a la forme 
To + &°zo = (0. 


Sa solution x, pour les conditions initiales { — 0, x — a, x = 0 est 
ro = a cos (ot). L’équation en première approximation s'écrit de la 
façon suivante 


PA + &©°z, — pa cos (wt) — 3aÿwf sin? (wt) cos (wt); 
soit, après les transformations trigonométriques 
z + OT, = pa — . asut ) cos (@t) + z ao cos (3ut). 


On trouve la correction de pulsation pa — 3/4 awt — 0 à partir de 
la condition d’ égalité à zéro du terme séculaire, et pour la pulsa- 
tion w on obtient l'équation w? — w’ + 3/4 ya’o$. On a pour la pulsa- 
tion cherchée aux termes de l’ordre y près: 


o? = &? (1+ £ varui) : (1.5.14) 


Compte tenu de cette correction on obtient l'équation en première 
approximation : 


| z, + &Ts = £ ui cos (3ut). 
Sa solution est 
| Zi = C; cos (wi) + C, sin (ot) + ao? cos (3wt). 
La solution complète du système s'écrit sous la forme 
x = a cos (wt) + ÿC, cos (wt) + yC, sin (œt) — _. va*w* cos (3ot). 


En appliquant les mêmes conditions initiales on a C, — 3/32 a*w!, 
C; = 0 et pour la solution recherchée on trouve définitivement: 


q za (1 + à vatu?) cos (@) —— À pasw? cos (But). (1.5.15) 


Donc, on y obtient les mêmes particularités du mouvement que 
dans les cas précédents examinés. La différence ne se manifeste que 
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dans les relations entre les amplitudes des composantes harmoniques 
multiples, dans leur dépendance du paramètre du système et dans une 
autre correction fréquentielle, la fréquence de la solution trouvée 
croissant ici avec l'accroissement de l'amplitude tout comme pour 
le circuit ferro-électrique. Cela s'explique par le fait que la valeur 
du coefficient efficace de self-induction de même que la valeur effi- 
cace de la capacité du condensateur ferro-électrique se trouve plus 
petite pour les grandes amplitudes que pour les petites amplitudes. 

Présentons encore une méthode de traitement du même problème. 
Sachant la courbe d'aimantation © (i) on peut analyser le compor- 
tement du système en partant de la loi correspondant à cette courbe 


i — p (D). (1.5.16) 
L'équation du système 


dd 1. . 8 1, 
+ | idt =0, soit PTE +Ti=0 


s'écrit dans ce cas 


D ++ p (D) =0. (1.5.17) 


En d’autres mots, ce problème pris par rapport au flux magnétique 
comme variable principale est tout à fait analogue au problème 
envisagé précédemment du système conservatif le plus simple à force 
de rappel non linéaire (circuit ferro-électrique). Dans ce cas la varia- 
tion non linéaire du courant i en fonction du flux ® peut également 
être représentée sous forme d'une parabole cubique 


= LD +05). (1.5.18) 


Une telle transformation se prête facilement à une interprétation 
graphique si, sur le graphique de la fig. 1.14, on change de place 
les axes de coordonnées. Alors, l'équation des oscillations libres dans 
le circuit électrique envisagé à inductance non linéaire prend Ja 
forme 


D 1 : 
En introduisant x = ®/®,, wi = 1/L,C, + = ot il vient 
z +z +yr = 0 (1.5.20) 


où y = YoD;. D'où on trouve l’équation des trajectoires de phase pour 
Jes variables y = z et z 


dy z+yz 
= — €. (1.5.21) 
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Notons que le point singulier du type centre se trouve à l'origine 
des coordonnées, c’est-à-dire à z — 0, y — 0. La famille d’isoclines 
s'écrira sous la forme 


— — + (r+v). (1.5.22) 


‘On voit que cette équation de la famille d'isoclines coïncide qualita- 
tivement (à la valeur du coefficient y près) avec l'équation des isocli- 
nes (1.4.14) pour le circuit oscillant électrique à condensateur ferro- 
électrique. Pour cette raison le portrait de phase des oscillations li- 
bres du flux magnétique dans le circuit à inductance non linéaire est 
analogue au portrait de phase des oscillations libres de la charge 
dans le circuit à condensateur non linéaire indiqué sur la fig. 4.12 et 
à l'égalité des coefficients de la non-linéarité les deux portraits se 
confondent. 

L'approximation de la variation de à en fonction de ® se fait 
à l’aide d’un polynômeet pour une même puissance maximale du poly- 
nôme avec une précision plus élevée et dans un intervalle plus étendu 
de valeurs que dans le cas de la variation de ® en fonction de i. 

Une telle technique d'obtention des relations plus commodes 
pour la description d'un même système par l'intermédiaire d’un 
choix approprié de la variable principale sera également utilisée 
dans la suite, lors de l'analyse des oscillations forcées et on en tiendra 
compte en composant les équations qui décrivent les systèmes ana- 
lysés. 


CHAPITRE 2 


OSCILLATIONS LIBRES DANS LES SYSTÈMES 
‘  OSCILLANTS DISSIPATIFS À UN DEGRÉ DE LIBERTÉ 


$ 2.1. Les principales propriétés des phénomènes 
oscillatoires dans les systèmes dissipatifs 
et les méthodes de leur analyse 


Nous avons déjà noté (cf. $ 1.1) que dans les systèmes réels il 
y a toujours une dissipation d'énergie, ses pertes, son émission et, 
partant, diminution de la réserve totale d'énergie oscillatoire. La 
dissipation de l'énergie et la diminution de sa réserve totale sont 
propres à tous les systèmes réels qui ne sont pas dotés de dispositifs 
compensant une telle diminution d'énergie. Il est donc légitime d’es- 
pérer que la prise en considération de la diminution de la réserve: 
d'énergie oscillatoire initiale nous permettra d’obtenir des solutions. 
décrivant plus exhaustivement les mouvements réels que ne le fait. 
l'analyse des systèmes conservatifs. On peut mentionner un bon 
nombre de caractéristiques des mouvements oscillatoires qui sont. 
dues à des pertes dans le système, se produisant selon une loi détermi- 
née et ayant une importance tant pour les systèmes linéaires que 
pour ceux non linéaires. Parmi les problèmes exigeant pour leur 
solution de tenir compte de la dissipation citons, par exemple, l'éva- 
luation de l’amplitude de résonance dans un système linéaire ou dans: 
un système à non-linéarité faible, la forme générale du mouvement 
stationnaire en présence d’une force excitatrice, la loi de variation 
dans le temps de l'amplitude d'oscillations libres, la stabilité des. 
différents états, etc. 

Les problèmes énumérés ci-dessus et maints autres encore ne: 
peuvent en principe être résolus en théorie des systèmes oscillants. 
conservatifs. Par conséquent, dans chaque cas concret il convient, au 
préalable, d'apprécier si pour le problème concret donné l'idéalisa- 
tion conservative est valable. Il est parfaitement évident que la prise 
en considération de la dissipation compliquera inévitablement 
l'analyse et si l’on peut répondre aux questions qui nous intéressent 
dans le cadre de l'interprétation classique il paraît rationnel de: 
s’en servir. En ce qui concerne plusieurs propriétés générales d'un sys- 
tème amorti, les conclusions tirées de |’ analyse des systèmes conser- 
vatifs parfaits peuvent s'avérer par principe erronées car entre les 
systèmes conservatifs et dissipatifs il y a une différence physique de: 
principe due au comportement différent de l'énergie de ces deux 
systèmes. Et si sur un intervalle de temps suffisamment petit cette 
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différence peut se manifester très faiblement, après un temps assez 
long écoulé depuis le début de l’évolution, le mouvement dans le 
système dissipatif réel sera différent en qualité et en quantité de celui 
dans le système conservatif parfait. 

Les oscillations libres dans un système non amorti doivent exister 
un temps indéfini et leur amplitude doit être entièrement déterminée 
par les conditions initiales, alors que dans un système dissipatif il 
est toujours possible. d'indiquer un intervalle de temps fini tel qu'à 
son expiration et quelles que soient les conditions initiales l’ampli- 
tude du mouvement sera plus petite que toute valeur finale donnée 
au préalable. 

Cela s'explique par le fait que les systèmes oscillants dissipatifs 
tels quels ne contiennent .pas de sources d'énergie et n'ont qu’un 
seul état stationnaire, le repos. En effet, toutes conditions initiales, 
toute réserve d'énergie initiale quelles qu'elles soient sont les causes 
de départ amorçant l'amortissement des oscillations libres qui, 
dans un système réel, cessent au bout d’un intervalle de temps assez 
long ou, pour les lois parfaites de dissipation telle que le frottement 
linéaire, leurs amplitudes deviennent plus petites que toutes petites 
valeurs données au préalable. | 

La description mathématique des systèmes conservatifs autono- 
mes conduit aux intégrales du type 


O(xz, y) = k, y = 2, 


servant d'expression mathématique de la condition de la conservation 
de réserve d'énergie du mouvement du système à un degré de liberté. 
Dans le cas le plus simple, y?/2 + V (x) — k où, comme déjà noté, 
V (x) est une fonction potentielle représentant dans une échelle 
déterminée l'énergie potentielle du système. 

Dans un système non conservatif, O(x, y) = W (t) où dWi/dt 0. 
Ici la fonction W (t) caractérise la valeur instantanée de l'énergie 
oscillatoire dans le système. Sous une telle forme on peut écrire la 
condition générale du non-conservatisme du système ; ajoutons encore 
que si dans un intervalle de temps At aussi petit qu'il soit dW/dt 0, 
alors pour cet intervalle de temps le système est non conservatif, de 
plus, il peut arriver que dans certains intervalles isolés de temps 
dW/dt = 0 si bien que dans ces limites temporelles le système peut 
être considéré comme conservatif tel que dW/dt = 0. 

Dans un système dissipatif on a toujours dW/dt 0, ce qui 
signifie physiquement la présence des pertes conduisant à la dimi- 
nution continue de la réserve d'énergie propre au mouvement étudié. 

Désignons le taux de dissipation par une nouvelle fonction 
F(z,y)=—dWidt. Dans les systèmes dissipatifs se vérifie toujours 
la condition F (x, y)>>0. Dans les cas réels cette fonction traduit 
la puissance des pertes, puissance dissipée dans les éléments dissi- 
patifs du système oscillant. 
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Pour le système le plus simple où le mouvement est décrit par une 
équation énergétique 
y2/2 + V (x) = W (+), 


il est aisé d'obtenir l’équation de forces qui y agissent 


SP +V(a))=—F (av) vf (@)+2F(e y) =0; 


ici, comme auparavant 


V(a)=—\ f(z) dx 
0 


où —/f(x) est une force de rappel. L'expression (1/y) F (x, y) — 
— — (1/y) dWi/dt fournit la force de frottement qui est régie par 
une loi dépendant de l’état du mouvement du système. 

Remarquons que l'expression de la force de frottement (1/y) F (x, y} 
doit s’annuler à y — 0, c’est-à-dire en l'absence de mouvement. 
Cela découle des raisonnements physiques à savoir, du fait que la 
force de frottement et les pertes n’ont lieu qu’en présence du mou- 
vement dans le système (y 0). D'où il vient que la fonction F (x, y) 
inclut la variable y à la puissance supérieure à 1. 

En raison de la condition F (x, y) > 0, obligatoire pour les 
systèmes dissipatifs on déduit que l’expression (1/y)F (x, y) est alter- 
née et prend le signe de la vitesse du mouvement dans le système 
ou celui du courant dans le circuit électrique. 

Pour de nombreux systèmes dissipatifs la force de frottement ne 
dépend que de la vitesse (ou de l’intensité du courant) et ne dépend 
pas de la coordonnée (de la charge), toutefois, le caractère de cette 
dépendance peut être différent selon les propriétés du système et les 
conditions dans lesquelles cette évolution se produit. 

La force de frottement indépendante du module de la vitesse et 
liée seulement au signe de celle-ci s'appelle frottement sec. Ce type 
de frottement idéalisé permet de comprendre les particularités essen- 
tielles des processus se déroulant dans plusieurs systèmes mécani- 
ques réels mais on ne peut lui trouver d’analogues parmi les pro- 
cessus qui ont lieu dans les circuits oscillants électriques simples. 
La caractéristique idéalisée du frottement sec a l’aspect représenté 
co et (1/y) F (x, y) = a où a > 0 pour y > 0,a <0p ur y < 


< (0. 
Soulignons ici la présence de rupture de continuité dans l’expres- 
sion de la force de frottement au point y = 0; l’approximation 
de la loi physique réelle de la variation de force de frottement en 
fonction de la vitesse nécessite l'introduction d’une rupture finie de 
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continuité ou saut. Naturellement, il est commode de considérer les. 
étapes isolées du mouvement dans le système, étapes auxquelles sont. 
remplies les diverses lois de dissipation. 

L'examen individuel des étapes du mouvement sera aussi néces- 
saire dans le cas où la force de frottement (résistance) s'exprime par 
une fonction de puissance de la vitesse à exposant pair, par exemple, 
dans le cas du frottement dit « quadratique » (1/y) F (x, y) — ôy? 
où Ô > 0 pour y > 0, ô < 0 pour y L 0. Dans ce cas la force de 
frottement pour y — Ü ne subit pas de saut. 

En présence d’une variation par saut de la force de frottement 
au point y — 0 il apparaît commode de diviser le problème d'oscilla- 


tions dans le système dissipatif 


en deux étapes: la première y/t59) 


étape correspond à un signe de 
frottement et la seconde, à 
l’autre. Lors des oscillations 
libres ces étapes alternent et 
l'étude de l’ensemble de mou- 
vement exige une analyse indi- 
viduelle des deux étapes avec 
raccordement approprié des deux 
solutions. 

La variation linéaire de la Fig. 2.1. Caractéristique du frotto- 
force de frottement en fonction ments 
de Ja vitesse se rencontre le plus . 
souvent dans les systèmes mécaniques, elle décrit le frottement. 
visqueux en mécanique aux petites vitesses. 

Dans ce cas la force de frottement est égale à (4/y) F (x, y) — Gy, 
c'est-à-dire F (x, y) — ôy® et ô > 0 pour tous y. Dans les circuits. 
électriques le rôle de la force de frottement est joué par la tension 
aux bornes d’une résistance linéaire morte si bien qu’elle s'exprime 
sous Ja forme Ri, ou, dans nos désignations, ôy. Respectivement, 
Ri? est égal à la puissance des pertes (la puissance dégagée dans la 
résistance). 

Pour un frottement « cubique » on a (1/y) F (x, y) — ôy?. Cette. 
loi de frottement caractéristique de la mécanique des grandes vitesses 
est également valable pour les systèmes électriques à élément dissipa- 
tif non linéaire, en outre, on rencontre souvent des combinaisons. 
des frottements linéaire et cubique. 

Dans les cas où la fonction puissance, approximation de la varia- 
tion du frottement en fonction de la vitesse, ne comprend que les 
puissances paires, toute la gamme de variations éventuelles des 
grandeurs inconnues se décrit par une expression aux coefficients. 
communs pour tout le domaine de valeurs des variables de sorte que 
la solution pour les oscillations libres est valable, sans modification, 
pour toutes les valeurs des x et y. 
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En étudiant les mouvements dans les systèmes dissipatifs non 
linéaires et aussi dans les systèmes conservatifs on peut appliquer 
diverses méthodes qualitatives et quantitatives. Toufefois pas toutes 
les méthodes valables pour l’analyse des mouvements dans les sys- 
tèmes conservatifs peuvent, sans précisions ou modifications supplé- 
mentaires être utilisées à l'analyse des systèmes dissipatifs. Lors de 
l'examen des oscillations libres la méthode du plan de phase reste 
entièrement applicable également à cette classe de problèmes en 
rendant plus étendue la variété de types des points singuliers et de 
trajectoires de phase. Ainsi, par exemple, le portrait de phase des 
oscillations dans les systèmes dissipatifs ne comprend plus de points 
singuliers de type centre mais, en revanche peuvent apparaître des 
points singuliers de type foyer ou nœud vers lesquels convergent tou- 
tes les trajectoires de phase se trouvant dans un domaine déterminé 
autour de ces points singuliers. Les portraits de phase des systèmes 
oscillants conservatifs se caractérisent par les trajectoires conver- 
gentes des systèmes oscillants au lieu d'un ensemble de trajectoires 
fermées entourant les points singuliers qui correspondent aux posi- 
tions d’équilibre stable. Tout comme dans l'analyse du comportement 
des systèmes oscillants conservatifs à l'aide du plan de phase la 
construction des trajectoires de phase elles-mêmes pour les systèmes 
dissipatifs peut se faire soit par construction de la solution analy- 
tique des équations des trajectoires de phase, soit en utilisant 
les méthodes graphiques et analytiques approchées déjà con- 
nues. 

Les particularités essentielles des systèmes dissipatifs notées ci- 
dessus consistent en ce que toutes les oscillations libres dans le systè- 
me abandonné à lui-même s’amortissent inévitablement. On en tire 
que l’analyse qualitative des oscillations libres tenant compte des 
pertes ne peut pas être effectuée à l’aide d'une méthode des approxi- 
mations successives admettant comme approximation zéro un mouve- 
ment harmonique sans restrictions essentielles. Cette méthode s’appli- 
que seulement à des intervalles de temps bornés dans le cas d’un amor- 
tissement suffisamment faible de sorte que son utilisation avec de telles 
clauses perd sensiblement de sa valeur pratique. Cela nous incite, dans 
les cas où il est impossible de trouver la solution directe et exacte 
d’une équation différentielle décrivant un système, à imaginer d’au- 
tres approches pour obtenir une solution approchée tenant compte 
de la spécificité des systèmes dissipatifs non linéaires et valables 
pour tout intervalle de temps. Parmi les méthodes possibles de 
recherche d’une solution approchée indiquons tout d’abord celle de 
l'étude par étapes, en particulier, la méthode d’une approximation 
linéaire par morceaux et celle des amplitudes lentement variables. 
La méthode linéaire par morceaux valable pour tous types de 
frottement et de non-linéarité consiste à remplacer l’étude générale 
du mouvement de l’ensemble du système par la solution d’une série 
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de problèmes linéaires, notamment des équations décrivant approxi- 
mativement les diverses étapes du mouvement du système au cours 
desquelles celui-ci est supposé plus ou moins linéaire. Toute caracté- 
ristique non linéaire pouvant être présentée avec une précision néces- 
saire comme ensemble de morceaux de droite, et la solution d'un 
problème linéaire peut être conduite à une forme finale analytique, 
on obtient en définitive des solutions exactes d'une série de problè- 
mes linéarisés et idéalisés. Ces solutions sont ensuite à raccorder 
pour pouvoir décrire d'une façon approchée l’ensemble d'évolution 
dans tout le système dans les conditions initiales données. 

Cette méthode est d'un principe simple et fournit de bons résul- 
{ats mais elle est habituellement peu maniable et souffre d'absence 
de généralité car exige un raccordement successif de la solution pour 
chaque étape avec l’étape suivante en partant de l'étape soumise 
aux conditions initiales. Son avantase indiscutable réside, certes, 
dans ce qu'elle est valable pour tous les systèmes à toutes les carac- 
téristiques de frottement ct de nou-linéarité des éléments conservatifs 
ou, comme on les appelle, réactifs et sans exiger les approximations 
analytiques de ces lois peut avec succès s'appliquer en combinaison 
avec la représentation graphique des caractéristiques correspou- 
dantes. 

La méthode des amplitudes lentement variables est un assez 
puissant moyen d'analyse du mouvement dans les systèmes éludiés, 
caraclérisée par une grande étendue, peut fournir des solutions 
continues pour tout intervalle de temps et permet d'examiner les 
propr iétés générales des mouvements, les Processus d'établissement et 
les régimes stationnaires mais elle peut s'appliquer de façon exhaus- 
tive seulement à une classe restreinte (une classe vaste et bien 
importante, il est vrai) de systèmes oscillants, à savoir à ceux à fai- 
ble dissipation et à petite non-linéarité où les oscillations diffèrent 
peu de colles harmoniques. 

Par la suite, nous examinerons sur quelques exemples les traits 
spécifiques de cette méthode et donnerons certaines applications à la 
solution des problèmes d’oscillations concrets. Nous allons voir aussi 
si l'utilisation des autres méthodes est possible et rationnelle dans 
divers cas. 

Notons que les équations décrivant le comportement d'un systé- 
me à faible dissipation mais avec un élément réactif essentiellement 
non linéaire peuvent être ramenées à des équations peu différentes 
de celles des systèmes conservatifs linéaires en passant aux nouvelles 
variables pour lesquelles la réponse d’un élément réactif fortement 
non linéaire sera décrite par une relation linéaire. L’équation initiale 


Fe+i(=ur (s, &), 


où f (x) est une fonction essentiellement non linéaire et u, une petite 
&— 747 
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quantité, se transforme alors en l’équation 


telle qu'entre t et + ainsi qu'entre x et z, on peut établir une corres- 
pondance univoque et trouver les relations analytiques reliant x 
avec 7, et t avec T. 

La méthode d’'amplitudes lentement variables (MALV) est appli- 
cable à cette équation transformée. La méthode de transformation 
non linéaire des variables élargit le domaine d'application de MALV 
aux systèmes voisins de ceux conservatifs non linéaires. Donc, il est 
formellement possible d'appliquer cette méthode également à l’ana- 
lyse des systèmes fortement non linéaires (à faible CiSSIpAHON) enr 
effectuant une transformation appropriée des variables *). 

En analysant un problème donné il est nécessaire d'adopter une 
approximation analytique ou graphique des lois non linéaires réelles, 
c'est-à-dire de passer à la considération d’un système traduisant 
approximativement les propriétés d’un système réel et de chercher 
ensuite une solution exacte ou approchée, qualitative ou quantitative, 
du problème en question présenté sous forme mathématique. 

L'art de choisir le type d’approximation des lois non linéaires 
réclles, les voies d’idéalisation ct la méthode de solution définiront si 
la recherche de la solution du problème suit une voie complexe où 
simple, si la solution comprend la réponse à toutes les questions 
relatives aux propriétés dn système réel étudié, si l'analyse du systè- 
me idéalisé mal choisi conduit aux conclusions erronées sur les 
propriétés du système réel et enfin dans quelles limites la solution 
obtenue va décrire correctement les évolutions réelles. 


$ 2.2. Considération qualitative des oscillations 
libres dans les systèmes dissipatifs régis 
par diverses lois de frottement 


Étudions quelques exemples des systèmes  oscillants non 
linéaires à un degré de liberté soumis aux diverses lois de frolttements 
en attirant la représentation du mouvement dans le plan de phase. 

1. Commençons par le cas où le système possédant les éléments 
réactifs linéaires est soumis au frottement sec idéalisé. Il] a été pré- 
cédemment noté que dans ce cas la fonction F (y) := ay; a > 0 pour 
y > 0 et a << 0 pour y << 0. La loi de variation de la force de frotte- 
ment en fonction de la vitesse a été présentée fig. 2.1. Pour le système 
le plus simple à un degré de liberté les forces d'inertie et élastiques 


*) Cette méthode est exposée en détail dans la monographie u ae K. A. 
Méthode d'analyse des systèmes oscillants du second ordre.— M.: Sov. radio. 


1976 (en russe). 
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étant linéaires l'équation du mouvement se met sous la forme 
x + a + wix == 0. 2,24) 


Cette équation linéaire est vraie pour toutes les valeurs de x, x telles 
que a demeure constante, i.e. dans les domaines de la constance du 


signe de T = y. 
Pour tout l'ensemble des valeurs négatives et positives de y 


l'équation (2.2.1) est non linéaire puisqu'au passage de x -- y par la 
valeur y — 0 a varie par saut de -+a, à —a, et inversement. C'est 
pourquoi, pour représenter les mouvements correspondants dans Île 
plan de phase il faut construire 
séparément les trajectoires de 
phase pour y > 0 et y <<0 et 
les raccorder ensuite aux points 
y == O0 afin d'obtenir les trajec- sa 
toires de phase dans tout le plan ER 
de phase. En effet, le système du 

type en question caractérisé par 

les forces d'inertie et élastiques, Fig. 2.2. Modèle d'un système oscil- 
c'est-à-dire doté de réserves lant mécanique à frottement sec 
d'énergies cinétique et potentielle 

n'effectue que les mouvements continus, n’admet que les varia- 
lions continues de l'abscisse et de la vitesse et, par conséquent, 
son portrait de phase n'a que des trajectoires de phase continues. 
La discontinuité des valeurs de l’abscisse ou de la vitesse et la 
présence des variations par saut finies de ces valeurs signifieraient la 
variation par saut de l'énergie potentielle ou cinétique, ce qui équi- 
vaudrait au dégagement (ou absorption) instantané, physiquement 
absurde, d’une puissance infinie. 

Le plus simple modèle mécanique d’un tel système à frottement 
sec peut se présenter sous la forme représentée fig. 2.2 où la masse m 
olisse sur une surface sèche tout en oscillant sous l'effet de l’inertie 
de la masse et de l’élasticité du ressort. Il n’est pas possible de réaliser 
un analogue simple de frottement sec pour un système électrique, 
aussi Jlimitons-nons à l'exemple mécanique pour illustrer l’appli- 
cation de la méthode d’étude linéaire par étapes. 

Les diverses étapes du mouvement sont décrites par les équations 


&Y 


Z+@r—=—a pour y>0, (2.2.2) 


z+oixz= +as pour y<0. 
Les substitutions simples x = x, — a,/w pour y > 0 et x -= x, + 
+ &/o$ pour y << O0 conduisent à une équation commune pour les 
deux signes de y: 


Ti,o + Dita = (. (2.2.3) 
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Les trajectoires de phase correspondant à cette équation repré- 
sentent des ellipses centrées respectivement sur zx, , -=0. Pour cons- 
truire Îles trajectoires de phase décrites par l'équation 


dy, a 2 Ti1,2 ‘ 
— = — (1): —— 2.2.4 
dti,» Vyi,s° ) 


on peut soit. utiliser l'intégration directe de l'équation (2.2.3) en 
obtenant les trajectoires intégrales, soit appliquer la méthode d'iso- 
clines. La famille d’isoclines dans le demi-plan supérieur (y > Ü) 
représente les droites y — —(1/k;) (a +: w?x) passant par un point 
singulier du type centre aux 
coordonnées y — 0, x = —a,/0. 
Dans Île demi-plan inférieur 
(y <0) la famille d'isoclines 
satisfait à l’équation 


—— KES (ay — Dit), (2.2.5) 


les droites correspondant à cette 
équation passant par le point 
singulier du type centre aux 
coordonnées y = 0, x = alu. 
En traçant un portrait de phase 
complet du système on a à 
effectuer la construction corres- 
Fig. 2.3. Portrait de phase du système  pondante pour x, (y >> 0) et pour 
à frottement scc ze (y << 0) en raccordant à y =: 0 
les trajectoires de phase des demi- 
plans supérieur et inférieur. Il en résulte les trajectoires de phase 
telles que représentées fig. 2.3 où est tracé le portrait de phase du 
système idéalisé. 

Ce portrait de phase fournit directement le caractère essentiel 
des mouvements oscillatoires dans le système considéré, à savoir, 
l'amortissement des oscillations et l’arrêt du mouvement après un 
nombre fini d'oscillations (pour les conditions iniliales données: 
élongation et vitesse initiale). Par exemple, un de ces mouvements 
débutant aux conditions initiales x := x, y — y, (point P sur Île 
portrait de phase du système) est mis en relief par une ligne plus 
forte. Le portrait de phase (fig. 2.3) permet de dégager encore une 
propriété caractéristique des systèmes oscillants à frottement sec, 
à savoir, la présence d’une zone de stagnation; en effet, l’arrèt du 
mouvement (y — 0) peut se produire à toutes valeurs de x dans le 
domaine de — a/oi< x < + a/w d'où il vient qu’à des conditions 
initiales déterminées le système abandonné à lui-même n'arrive pas 
obligatoirement à l’état de repos au point x — 0, y = 0. La zone 
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de stagnation est d'autant plus ‘étendue que plus élevé est le frotte- 
ment sec dans le système. 

Cet effet est bien connu dans les systèmes mécaniques. On Île 
rencontre souvent dans les appareils de mesure où l'élément oscillant 
est représenté par l'équipage mobile doté d’une certaine masse 
soumise à l’action d'un ressort de rappel et tournant sur un axe s’ap- 
puyant surun pivot non lubrifié. Notons encore que la jonction (raccor- 
dement) des trajectoires de phase à y — 0 assure également la conti- 
nuité de la dérivée dy/dx, i.e. l'absence des ruptures de la trajectoire 
de phase car pour y — O0 dans le plan supérieur aussi bien que dans 
le plan inférieur on a dy/dxr — oo comme cela vient de la méthode 
d'obtention de l'équation des trajectoires de phase 

" Qu. L-E0, & 


— == = O0 
dt ÿ; dx 1 * dr y 0 


indépendamment de la forme de la fonction @ (x, y) à condition que 
celle-ci ne s'’annule pas en ce point. 

2. Le cas du frottement linéaire qui signifie pour les systèmes 
électriques la présence d'une résistance morte, les paramètres conser- 
vatifs étant linéaires, est bien étudié et l’on sait qu'il est décrit par 
une équation différentielle du type 


x +4 2ôr : wir — 0, (2.2.6) 
d'où pour y - 2 
: ; 5 dy 26y “+ wèx 397 
tons _— ) ss Cd ———— *7- © 7.7. 
y 20y— wir, — Fe (2.2.1) 


l’ar substitution z = y/x la dernière équation se met sous Ja forme 
dz 22-|-20:+-&$ , 
de 2Zz ’ 

son intégrale se calcule aisément : 


In [r° (22 + 20z +- wë)] = À arcotg <EÈ Shine. 


9 


où C est une constante arbitraire; ©? == @f — ô?. En revenant aux 
variables x et y récrivons cette solution sous la forme 


y® + 20xy + w°x* = C exp (= à arcotg ILE) ; (2.2.8) 


pour «° > Ô° elle correspond aux spirales dans le plan de phase décri- 
les par l'équation 


26 . LC 
p* =Ciexp (= . (2:2:9) 
En déduisant (2.2.9) de (2.2.8) on s'est servi des désignations y +: 
- êx = u,u == p sin 8, wx = v, v = p cos 6. Pour w, << 6? on ob- 
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# 


tient les courbes décrites par l'équation 


219 20 __ y + (ô—g) x \6/a 3 90 
y® +- 20xy + wix =C(SS) (2.2.9a) 
où q* - Ô® — wi. Les courbes intégrales correspondant à ces deux 


cas son représentées sur la fig. 2.4. 

Pour 6° << wi on a affaire aux oscillations amorties de l'oscilla- 
tour linéaire dont le portrait de phase représente une variété de spi- 
rales convergeant vers un point singulier du type foyer. Pour 6° > w; 
le système devient apériodique si bien que dans le plan de phase les 
mouvements sont représentés par les trajectoires ayant une forme 


ÿ 


HŸ 


ax ô 


Fig. 2.3. Portrait de phase d'un système linéaire avec amortissement inférieur 
(a) ct supérieur (b) à celui critique 


des courbes convergeant vers un point singulier du type col sans le 
contourner. Dans les deux cas dans les systèmes dissipatifs les points 
singuliers (foyer et nœud) sont stables et correspondent à l'unique 
position d'équilibre du système, l’état de repos, lequel est atteint 
par le système quelles que soient les conditions initiales, l'élongation 
initiale ou la vitesse initiale. 

La possibilité w° << 0 peut se réaliser lorsqu’au lieu de la force 
de rappel agit la force de répulsion. Dans ce cas l'équation des trajec- 
toires de phase revêt la forme: 


Ly + (ô + w) x] Ty + (8— 0) x] = C, (2.2.40) 


où &W*z= | @ÿ | + 62. 
L'équation (2.2.10) représente une famille d'hyperboles aux 
asymptlotes pour C = 0, 


y = —(ô + w) x, (2.2.11) 


le point singulier ici étant celui du type col. 
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Notons que les équations des trajectoires de phase pour le système 
linéaire restent également valables pour les systèmes non linéaires 
dans le voisinage immédiat des points singuliers puisque pour ce 
système, dans le voisinage du point singulier du premier ordre la 
fonction non linéaire se laisse développer en série de puissances par 
rapport aux variables & et n, petites devant les valeurs correspon- 
dant. aux coordonnées du point singulier, x == xr;, y — 0. Ceci étant, 


pour l'équation x :: f (x, y) dans le voisinage du point singulier 
on aura: 


SEE: 04) =f(&n 0) +5È 


En négligeant les puissances supérieures des petites variations & el 1] 
et compte tenu de ce que f (x, 0) -- 0 on déduit l'équation des tra- 
jectoires de phase dans le voisinage du point singulier 

An __ Et asn 

CE nl 


a UT. 


X=-x ot y: 


décrite plus haut (voir p. 53). 

Dans le système non linéaire à cause de l'un des paramètres cou- 
servatifs la présence du frottement linéaire conduit également à une 
modification qualitative du portrait de phase du système en com- 
paraison de celui d'un système semblable en négligeant l’amortisse- 
ment (frottement). Avec cela les points singuliers du type centre 
caractéristiques du cas des systèmes conservatifs se voient rempla- 
cer par les points singuliers du type foyer stable ou nœud stable et le 
continu de trajectoires de phase cède leur place aux trajectoires qui 
s’enroulent et conduisent, à pr ir d’un endroit quelconque du plan 
de phase (quelles que soien’  : conditions initiales) à un point sin- 


gulier stable traduisant |’ de repos. La présence d’un paramètre 
conservatif non linéairs un système oscillant influe en premier 


lieu sur la forme des mu, »ires de phase qui, dans ce cas, ne sont 
plus des spirales logarithmiques occupant tout le plan mais le devien- 
nent au voisinage du point singulier du type foyer. Cela peut être 
illustré sur lo portrait de phase d’un pendule compte tenu du frotte- 
ment linéaire (fig. 2.5). L'équation qui le décrit a la forme 


z+ 2ôr + of sin x = (0. (2.2.12) 


À la différence du portrait de phase du pendule sans frottement 
représenté précédemment fig. 1.4 il n'y apparaît ni les trajectoires 
fuyantes, ni les trajectoires fermées, ni non plus les lignes de sépa- 
ration fermées, séparatrices. Toutes les trajectoires partant de n’im- 
porte quel point tendent vers l’un des points de la position d’équili- 
bre stable, foyers stables (x — 2nn, y — 0). Cela veut dire qu’en 
présence des pertes le système ayant fait, dans un cas général, un 
nombre fini de tours (de rotations) atteint, par voie d'’oscillations, 
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l'état d'équilibre stable, l’état de repos, qui correspond à la position 
inférieure de la masse du pendule par rapport au point de suspension. 

L'introduction de l'amortissement dû au frottement linéaire 
n'apporte pas de nouveaux points singuliers dans le portrait de 
phase en modifiant seulement le caractère des points déjà existants 
et exclut l’apparition éventuelle de nouveaux points du type centre 
dans les portraits de phase des systèmes dissipatifs. 


a stables 


AGEN 
EZ 


# 
CENS <> 


Cols 


Fig. 2.5. Portrait de phase d'un pendule amorti 


3. La présence du frottement quadratique dans le cas où les 
paramètres conservatifs du système oscillant à un degré de liberté 
sont linéaires conduit à l'équation différentielle suivante 


x à ôr | or == Ù (2.2.13) 


où Ê > 0 pour y >0, Ô <L O0 pour y < 0. 

Ce cas correspond au circuit oscillant électrique comportant l'in- 
ductance et la capacité constantes et la résistance proportionnelle 
au courant qui la traverse. 

L'équation de trajectoires de phase a la forme 


Re en (2.2.14) 
dr y | 

En y opérant la substitution y -: z on obtient, après l'intégration 

de cette sai: l'équation de trajectoires de phase 


=[c exp (—2ôr) + | Sr (2.2.15) 


où C est une constante d'intégration déterminée. comme d'habitude 
à partir des conditions initiales. 
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La quantité 6 varie par saut dorsque y passe par zéro si bien que 
dans ce problème, tout comme pour le cas du frottement sec, il 
faut considérer les solutions pour y > 0 et y < 0, puis construire. 
séparément, les trajectoires de phase pour les moitiés supérieure et 
inférieure du plan. 


ÿ ÿ 
T z 
d b 
l'ig. 2.6. Courbes intégrales d'un système à frottemont carré pour à >> 0 (a) et 
pour à < 0 (b) 


Pour ô => 0. les courbes intégrales sont décrites par l'équation 
2 2 
ye=[C exp (—267) +28] x. (2.2.15a) 


Les courbes tracées pour différentes € ont la forme représentée 
fig, 2.6, a Pour ô << 0 
à é (OH (0 
y® == [C exp (2ôx) + | e 5 T- 
(2.2.15h) 


les courbes correspondantes étant 

reproduites sur la fig. 2.6, b. r 
Etant donné que ê > 0 pour 

y>0 et Ê << pour y <O il 

vient que pour obtenir le portrait 

de phase des systèmes il faut 

utiliser la moitié supérieure de 

la fig. 2.6, a et la moitié infé- Fig. 2.7. Portrait de phase d'un systèe- 
rieure de la fig. 2.6, b qui MG” ReSOHEMONPCREE 
donneront, ensemble, les trajec- 

loires de phase dans le système étudié pour toutes les valeurs de y. 
Ce portrait de phase est représenté sur la fig. 2.7; en l’analysant on 
peut tirer la conclusion relative au caractère amorti des mouvements 
oscillatoires se déroulant dans le système el conduisant vers un 


ÿ 
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point sinsulier stable, état de repos du système (x = 0, y = 0) quel 
que soit l'état initial. 

En limitant l’analyse qualitative des oscillations libres dans les 
systèmes dissipatifs linéaires et non linéaires aux exemples présentés 
notons que dans les cas plus complexes surtout pour les problèmes 
non linéaires il est rationnel d'utiliser la méthode des isoclines dont 
la construction permet de se représenter les traits essentiels du por- 
trait de phase du système étudié et, partant, le caractère du mouve- 
ment qu'il effectue. En outre il a été déjà noté que dans les systèmes 
dissipatifs on doit obtenir quelles que soient les conditions initiales, 
des mouvements qui conduisent le système à un point singulier 
stable, état de repos. c'est-à-dire à la dissipation de toute l'énergie 
liée au mouvement étudié. 


$ 2.3. Construction des trajectoires de phase 
des oscillations libres par méthode de Liénard 


Initions-nous à la possibilité d'une construction graphique appro- 

chée des trajectoires de phase d’un système dissipatif à un degré de 

liberté à l’aide d'une technique 

mise au point par Liénard. Cette 

£ technique est proposée pour Île 

| cas où les propriétés non linéai- 

AC res du système ne sont définies 

que par la loi de variation de 

l'ig. 2.8. Schéma d'un circuit élec- la force de frottement (ou de la 

trique à AU) résistance) en fonction de la 

vitesse (ou de l'intensité de 

courant) la force elle-même ne dépendant pas de la variable indépen- 

dante (coordonnée ou charge). L'équation du mouvement est donnée 
par 


y = F(y)+ wir =0; (2.3.1) 


ici la force de rappel est linéairement liée avec l'élongation —ÿ (x) =: 
= Oz. 

On retrouve l'équation du type analogue en considérant le circuit 
électrique à ZL et C constants et à résistance, fonction du courant. 
L'équation de Kirchhoff pour ce circuit (fig. 2.8) peut s'écrire sous 
Ja forme 


di . 1 2: 
LL +unr (++ g=0; (2.3.2) 


étant donné que i — q et en désignant w5 — 1/LC il vient 


Pa | 1 d : pe 
et Ur (5) + og =0. (2.3.3) 
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Choisissons une échelle de temps appropriée, i.e. introduisons 
un temps sans dimension 
T == Wol. (2.3.4) 


Alors, dans cette nouvelle échelle, 


DR d d' , di 
dt. dx dt 9 dx° : 


l'équation du mouvement peut être mise sous la forme 


gtw(g) +g : 0, (2.5.3) 
soil 
y + Ÿ (y) x : U, (2.3.0) 
oùg +, q - y. ‘J'où 
y= Ti =  W(y)—zx soil Le ES . (23:59 
Supposons connaîlt forme de la fonction 4 (y) représentée en 
graphique fig. 2.9 (: egalement donnée, en traits interrompus, la 


Fig. 2.9. Graphique de la fonction Fig. 2.10. Construction de Liénard 
+ (y) proportionnelle à la tension aux dans le plan de phase 
bornes do la résistance 


forme de cette fonction pour le cas de la résistance constante). Con- 
sidérons le plan des variables x, y, plan de phase pour notre problème. 
Construisons le graphique de la fonction x — —1 (y). Pour tout 
point du plan de phase P (x, y) on peut obtenir la direction de la 
langente à la trajectoire de phase en menant une perpendiculaire 
à la droite AP par le point P (x, y) (fig. 2.10). La pente de cette 
tangente est dy/dx et comme PB = +4 (y) + x, AB = y, l'expression 
(2.3.7) montre que la droite AP est perpendiculaire à la tangente au 
point P (x, y) à la trajectoire de phase. 
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En reprenant cette construction pour la suite des points qui nous 
intéressent (à partir du point traduisant l’état de départ du système) 
et en formant dans le plan x, y un réseau (un champ) suffisamment 
dense de directions tangentes aux trajectoires de phase il est aisé 
de construire la trajectoire de phase cherchée à une précision maxi- 
male. 

En effectuant la construction approchée d’une trajectoire selon 
cette méthode on peut procéder de la façon suivante. Déterminons 
à l’aide de la construction précédente la direction de la trajectoire 
de phase au point de départ ?? (xo, yo) Correspondant aux conditions 
initiales données (x, Yo). En assimilant un petit intervalle de tra- 
jectoire à un segment d’arc d’une circonférence centrée au point À 
et en reprenant la même opération pour l'extrémité de ce segment 
d'arc avec un nouveau centre instantané déterminons une nouvelle 
direction de la tangente à la trajectoire. En poursuivant ces opéra- 
Lions autant de fois qu'il est nécessaire on obtient une courbe brisée 
reproduisant avec une précision voulue la marche de la trajectoire 
de phase réelle. 

Pour les systèmes dissipatifs où le signe de # (y) coïncide obliga- 
loirement avec celui de y, les pentes des trajectoires de phase en tous 
les points du plan de phase sont telles que les trajectoires elles- 
mêmes vont à l’intérieur de la circonférence que l’on peut tracer par 
le point donné et centrée à l’origine des coordonnées. Cela est valable 
pour toute forme de la fonction 4 (y) déterminant le caractère des 
pertes en fonction de l’état du système à condition que celui-ci 
demeure dissipatif. Une telle circonférence serait une trajectoire de 
phase de notre système pour 4 (y) = 0, c'est-à-dire en l'absence 
d'amortissement. Ces raisonnements confirment la conclusion que 
dans le cas du système dissipatif les trajectoires de phase correspon- 
dent à une variation plus ou moins rapide de l'amplitude d'oscilla- 
Lions el ont la forme des spirales ou des courbes semblables tendant 
vers l’origine des coordonnées (état de repos). 

F1 convient de souligner que la méthode de Liénard tenant compte 
de la non-linéarité de la force de frottement en fonction de la vilesse 
(ou de la tension aux bornes de la résistance en fonction de l’inten- 
sité) exige seulement de savoir sa représentation graphique que l’on 
peut aussi obtenir expérimentalement. Il est évident qu'une telle 
construction n’est nullement restreinte ni par la forme de la fonction 
des pertes Ÿ (y) ni par sa valeur instantanée si bien que cette méthode 
est également applicable tant en cas de pertes faibles qu’en cas de 
pertes élevées de même qu'aux systèmes dotés d’un élément dissipatif 
à grande ct petite non-linéarité. Cette dernière circonstance met en 
relief une grande généralité de la méthode de Liénard, ce qui permet 
de l'appliquer à l’étude des propriétés oscillatoires des systèmes en 
fonction de la variation de l'amortissement depuis les valeurs petites 
aux très grandes valeurs et pour différentes lois de frottement (tant 
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pour les lois linéaires que pour-«celles essentiellement non linéaires). 
Notons que la méthode de Liénard est largement utilisée pour établir 
les portraits de phase des systèmes auto-oscillants régis par diffé- 
rentes lois de non-linéarité, à savoir, pour trouver les cycles limites 
stables, trajectoires de phase fermées. 

En compliquant légèrement la technique de Liénard on parvient 
à effectuer la construction des trajectoires de phase pour un système 
qui outre les pertes dépendant 
d’une façon arbitraire, y compris 
non linéaire, de la vitesse (de 
l'intensité du courant), possède 
encore une raideur non linéaire 
{capacité non linéaire). Prenons 
un circuit électrique oscillant 
à résistance non linéaire et à 
condensateur à ferro-électrique. 
L'équation décrivant les oscil- 
lations dans ce système est don- 
née par 


x + p(x) 1 (x) -=0, (2.3.8) 
Fig. 2.11. Construction do Liénurd 


où z -- g est la charge du con- modifiée dans le cas de À et de C non 
densateur. Le temps est mesuré linéaires 

dans une nouvelle échelle. 

T == opt où w -= 1/LC;, et la tension qui apparaîl aux bornes du 
condensateur lorsqu'on lui communique une charge g est donnée par 


{ ds 
Uc = + av (0). (2.3.9) 


Ÿ (q) étant toujours une fonction caractérisant la force de frotte- 
ment. 


Dans le système de coordonnées x et y - x construisons les fonc- 
Lions œ (x) et —% (y) (fig. 2.11). Pour un point quelconque P (x, y) 
trouvons la valeur de @ (x) (point B) et portons-la sur l'axe des 
abscisses dans le sens vers l’origine des coordonnées du point À au 
point C (les points d’intersection de la droite BC avec l'axe des abscis- 
ses sous l'angle de 45°). Le segment AC sera alors égal au segment AB 
et, par conséquent, à @ (x). En reliant ensuite le point C au point Æ 
traçons la droite FD parallèle à CE en translatant ainsi le segment 
égal à Ÿ (y) sur l'axe des abscisses et ajoutons-le au segment AC égal 
à p (x). Le segment AD sera égal à (x) +- 1 (y). Il est alors évident 
que la droite DP sera perpendiculaire à la tangente à la trajectoire 
de phase au point P (x, y) puisque 


d 
à — -1whe (2.3.10) 
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En effectuant une telle construction pour la suite de points qui 
nous intéresse nous pouvons également tracer, avec la précision impo- 
sée, la trajectoire de phase tout comme dans le cas précédent. Notons 
que cette construction se transforme en la précédente pour le cas de 
la capacité linéaire où € — Co et @ (x) = x. 

Dans le cas considéré du système dissipatif non linéaire à capacité 
non linéaire les trajectoires de phase ne sont pas obligatoirement 
dirigées en tous les points vers 
l'intérieur de la circonférence 
passant par le point donné el 
centrée à l'origine des coordon- 
nées. Mais cela ne compromet 
point l'assertion selon laquelle 
les trajectoires de phase pour le 
système étudié en présence de 
pertes sont toujours dirigées vers 
l’intérieur des trajectoires de 
phase qui existeraient pour le 
système donné doué de la non- 
linéarité donnée sans tenir compte 
des pertes (pour + (y) = 0, i.e. 
pour le cas conservatif). 

Les circonférences de centre 
Fig. 2.12. Construction de Liénard à l’origine des coordonnées ces- 
modifiée pour un système sans pertes sent tout simplement d’être 

trajectoires de phase pour Île 
système conservatif doué de non-linéarité. Cela correspond à la 
représentation graphique dans le plan de phase d’un processus 
différant de celui harmoniqu: 

La méthode de construction présentée ci-dessus de construction 
approchée des trajectoires de phase reste écalement en vigueur pour 
un système non linéaire sans pertes. 11 est aussi possible de trouver 
wraphiquement la direction de Ja tangente à la trajectoire de phase 
en tout son point régulier si l’on connaît le graphique de Ja fonction 
q (x) caractérisant la non-linéarité de l'élément conservatif dans le: 
système. Dans un tel cas conservatif on a à construire, dans le plan 
de phase, une courbe auxiliaire œ (x) et, selon les recommandations 
ci-dessus, mener du point B une ligne sous l’angle de 45° à l’axe des 
abscisses BC; et déterminer le point C, (fig. 2.12). La ligne C;P, 
sera perpendiculaire à la tangente à la trajectoire de phase au point 
P, & y). Cela découle toujours de l'équation principale pour un tel 
système 


z+p(r)=0 où yLp(z) =0: 


d 
= -<® (2.3.11) 
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En effectuant de telles constructions par la méthode ci-décrite 
pour une suite de points on peut obtenir une ligne brisée qui sera 
aussi proche que possible de la trajectoire de phase recherchée dans 
notre système conservatif non linéaire. 


$ 2.4. Etude des oscillations libres dans 
les systèmes dissipatifs non linéaires à un degré 
de liberté par la méthode d'étude par étapes 


En essayant de trouver la solution exacte du problème d’oscilla- 
Lions libres dans les systèmes dissipatifs non linéaires on se heurte, 
dans la majorité écrasante des cas, à de grandes difficultés très 
souvent insurmontables. Pour cette raison (tout comme, d'ailleurs, 
dans le cas des systèmes conservatifs), on est obligé de rechercher 
des méthodes de calcul approché qui, avec une précision désirée, 
permettent d'établir les relations qualitatives définissant les évolu- 
tions dans le système analysé sous les conditions initiales données. 
Parmi les méthodes approchées applicables on va en premier lieu 
analyser celle d'étude par étapes. On a déjà indiqué que cette méthode 
consiste, en conformité avec les propriétés du système, à décomposer 
tout le mouvement en une série d'étapes dont chacune correspond 
à un tel domaine de variation des inconnues où le système analysé 
est décrit, avec une précision suffisante, par une équation diffé- 
rentielle linéaire ou non linéaire mais intégrable a priori. Avant 
enregistré les solutions pour toutes les étapes choisies on trouve. pour 
les conditions initiales données, l’équation du mouvement pour la 
première étape débutant sous les conditions initiales données. Les 


valeurs des variables (4. x, y -= x) de la fin de la première étape sont. 
adoptées comme conditions initiales pour l'élape suivante. ln répé- 
tant cette opération du prolongement de la solution d'une étape à 
l'autre avec raccordement des solutions successives, on peut, sur la 


base de continuité des variables x et y — x, obtenir les valeurs des 
grandeurs étudiées à tout instant. Si Ja répartition de l’ensemble de 
mouvement du système en étapes consiste à remplacer Ja caracté- 
ristique générale par une ligne brisée composée d’un nombre plus 
ou moins grand de segments de droite une telle approche est habi- 
tuellement appelée méthode d'approximation linéaire par morceaux. 
Dans ce cas à chaque étape le système est décrit par une équation 
différentielle linéaire. La condition de raccordement des solutions 


aux étapes contiguës — continuité de x et de y = x — est nécessaire 
et suffisante pour le système à un degré de liberté jouissant de deux 
réserves d'énergie sous deux formes d'énergie réservée (potentielle 
et cinétique, électrique et magnétique). L'existence de deux types 
de réservoirs d'énergie est aussi une condition nécessaire pour que, 
dans le système, il y ait des mouvements oscillatoires libres quoi- 
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qu'elle ne soit pas suffisante pour les systèmes dissipatifs. Si l’amor- 
tissement est fort, le système, même doté de deux réservoirs d’éner- 
gie, peut être non oscillant, apériodique. 

On va illustrer l'application de la méthode d'étude par étapes 
sur quelques exemples en commençant par le cas du système à frotte- 
ment sec que l’on a déjà analysé qualitativement en construisant 
son portrait de phase. 


1. On a déjà vu que l'équation du mouvement dans un système 
oscillant avec frottement sec a la forme 


x + ir := a, 


OÙ 4 - —ap pour zx >0eta -- - Ag pour z < 0. En procédant aux 
substitutions x -- r, — aÿ/u$ pour x > 0 et x - x, + ay/wi pour 
+ < O0 on obtient l'équation, la même pour x, et pour zx; 
ds + Gti = 0; 

qui a pour solution 

T1,2 “= À COS (wot) + B sin (ot). (2.4.1) 
Posons Jes conditions initiales 

L=0, r<% y=û: (2.4.2) 
Pour Îla première étape où x - y<0, OLtLr/a on a 
z --— À, cos (wot) + PB, sin (@st) + a)/0%, 


ou, compte tenu des conditions initiales 


Z == (To — d9/0$) cos (@ot) + ap/ wi. (2.4.5) 
A Ia fin de l'étape +? = n/00, Zu, = —29 + 24)/wi. Cette valeur 


de Zx/w, CSt Supposée initiale pour la seconde étape. 
La seconde étape correspond à x = y > 0; x/00 < t < 2n/oy. 
Comme x = —2, -- 2a/w, pour t = x/w, on a 
ZI = (Zo — 3ao/$) cos (oot) — ap/ wi. (2.4.4) 


Vers la fin de cette étape à t — 21/0 on obtient Lonjw, = Lo — 
— 4aç/w. Pour pouvoir considérer la seconde période des oscilla- 
Lions il faut poursuivre l'étude par étapes. 


| La troisième étape correspond à z = y < 0, 21/0 < t < 37/0 
e 


z = À, cos (wot) + B4 sin (ot) + &/wi. 
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Pour t = 2x/o0, x = 29 — 4a)/wf, y = 0 on a 

x = (x — 5a/wi) cos (ot) + a /w$. (2.4.5) 
Vers la fin de l'étape pour t — 3x/w, on obtient Zn, = —2o + 
+ 6a,/w5. De façon analogue, pour l'étape suivante, à y > 0 et 
31/00 Lt L'At/w,, on trouve 

x = (x — 7a&/w;) cos (@ot) — &/w$, (2.4.6) 


et à la fin de l'étape, Zix/w — To — 84/0. 

La solution obtenue est représentée en graphique en coordonnées 
t, x fig. 2.13. 

En raison des particularités essentielles du système à frottement 
sec les calculs pareils sont significatifs tant que | x | > a,/o° pour 


TZ 


Fig. 2.13. Graphique du mouvement dans un système à frottement sec obtenu 
par méthode de considération par étapes 


y = 0, c'est-à-dire tant que le système ne gagne pas la zone de stag- 
nation. Si à l'instant d'élongation maximale la force de rappel se 
trouve inférieure à la force de frottement le système ne poursuivra 
pas son mouvement et restera dans la zone de stagnation. Au cours 
de chaque période d’oscillations, l'amplitude diminue de quantité 
2A = 4a,;/wi. Si bien qu'après n périodes entières l'élongation cons- 
tituera 

|z| = 2x — (4a/wi) n. (2.4.7) 


D'où il vient que le système n'effectuera qu’un nombre fini 
d'oscillations déterminé à partir de la condition 0 << zx, — 4na/o5 << 


» 


< 4/5. De cette condition découle que n satisfait à l'inégalité 


D (2.4.8) 


4ay/wè 4ag/@ 4° 


2. Un autre exemple d'étude par étapes d'un système oscillant 
fortement non linéaire est celui de mouvement pouvant avoir lieu 


5-747 
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dans un circuit constitué d’une capacité, d’une résistance et d’une 
self avec un noyau ferromagnétique facilement saturable. Pour un 
tel circuit représenté fig. 2.14 l'équation de Kirchhoff se met sous 
la forme + 


d® ; 1 


Ici ® est le flux magnétique traversant nr spires de l’enroulement. 
Ecrivons cette équation sous une 
forme légèrement différente : 


dO di : 1 
re A DL ++g=0. 


(2.4.10) 

Fig. 2.14. Schéma du circuit compor- | be d’ai 
tant une bobine d'inductance à noyau Supposons que la courbe d aiman- 
de fer tation du noyau a une forme 


parfaite fig. 2.15. En négligeant 
alors la modification du flux magnétique par saturation du 
noyau (ce qui est admissible pour un petit nombre de spires de 
s'enroulement et pour une haute perméabilité du noyau d'une 
lection suffisamment grande) on peut admettre que ® en fonc- 


8 


Fig. 2.15. Courbe parfaite d'aiman- Fig. 2.16. Courbe parfaite de variation 
tation du noyau du flux magnétique en fonction du 
courant d'enroulement à 


tion du courant est représenté par le graphique de la fig. 2.16. Une 
telle idéalisation nous permet de répartir les processus dans le système 


en des étapes telles que |i| à ou lil >ù. Pour |il<ù 
est valable l'équation 


Li+Rg++q=0, (2-4.11) 


où L = n dO/di. 
‘ Pour | i| > à on obtient l'équation différentielle du premier 
ordre 


Rg+rq=0. (2.4.12) 
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Un examen plus rigoureux tenant compte des modifications de ® 
dans les domaines de saturation du champ magnétique nous amène- 
rait à l'équation à petit paramètre À du type 


19 + Rq+ + q=0. (2.4.13) 


La solution de cette équation par rapport au petit À sur un intervalle 
de temps assez grand est proche de la solution de l'équation du pre- 
mier ordre écrite ci-dessus (2.4.12). 


Considérons maintenant des mouvements dans le système examiné 
sous les conditions initiales données. Soit pour { = 0, q = œ et 


q = à = 0. En qualité de première étape il convient alors d'analyser 
le processus pour | i | << à, ce qui donne 
Li+Rg++g=0, où g+269+uig=0,  (2.4.14) 


où 26 — R/L, wi = 1/LC. 
La solution de cette équation a la forme 
g = e"t [A cos (wt) + B sin (wt)], (2.4.15) 
où &@? — w; — 62. Les conditions initiales permettent de trouver 


qg—=e"ût [ de cos (wf) ++ Go Sin (wi) | ; 
i=q= — À gpe-ôt sin (ut). (2.416) 


Si la charge initiale q est suffisamment grande et au bout du temps 
t, < 1/20 la valeur i — q est devenue égale à —i, le processus passe 
de la première étape à la seconde. Les valeurs terminales de gq et de 
i — q à l'instant ft, sont égales à 


gi, =e-ttigo | cos (wt:) + À sin (wt:) |, 
à ; &f : 
= —l0—— qe” °t sin (œl,). 


La solution de l'équation parfaite de la seconde étape a la forme 


g=De-t, i=g=—2etr, (2.4.17) 


D étant l’amplitude initiale de la charge, t — RC, la constante de 
temps. D'où il découle une liaison univoque entre q et i donnée par 
la relation i — — (1/t) q. 

Cette condition risque d'être en contradiction avec les valeurs 
obtenues de g:, et de —ài, résultant de l’évolution du système de 
l’état de départ, g = q, à = 0, à la frontière de la première étape. 


Lo 
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Les quantités qg, et —àù doivent servir de conditions initiales pour 
l’évolution pendant la seconde étape. Or nous obtenons ici une con- 
dition initiale de trop puisque pour déterminer l’évolution initiale, 
l'équation du premier ordre idéalisée exige une seule condition 
initiale. Ce « conflit » entre la loi parfaite de l'évolution du système 
et les conditions initiales nécessite l'introduction des conditions 
supplémentaires si l'on désire rester dans le cadre de l’idéalisation 
adoptée (® — const pour | i | > à) et ne pas analyser les solutions 
de l'équation du second ordre. 

Cette condition supplémentaire consiste à admettre une variation 
infiniment rapide d'une telle variable dont la variation n'est pas liée 
à celle de la réserve d'énergie du système. 

Dans notre problème et dans les limites de la seconde étape on 


peut s ’attendre à une variation arbitraire instantanée de i — q 
jusqu'aux valeurs définies par l'expression (2. 4. 16) car O étant cons- 
tant, la variation de i n’est pas liée à celle de l'énergie magnétique 
du système. La valeur de q définit l'énergie électrique du condensa- 
teur chargé et sa variation par saut signifierait la dépense ou consom- 
mation d’une puissance infinie, ce qui est physiquement absurde. 

Naturellement, dans un système réel il ne peut pas se produire 
une variation infiniment rapide du courant, mais une très faible 
dépendance du flux magnétique du courant pour | à | > à, est équi- 
valente à une induction infiniment petite et dans un tel système de 
très rapides variations d'intensité sont tout à fait admissibles. Donc, 
dans notre système idéalisé dégénéré par rapport au système complet 
à deux réservoirs d'énergie on introduit le saut de à éliminant le 
« conflit » entre les évolutions éventuelles du système et les condi- 
tions initiales données et ramenant la valeur de i de la grandeur —i, 
à la grandeur i,, — —, /t. Ceci étant, q ne subit pas de ruptures de 
continuité, la quantité q déterminant à toutes les étapes la réserve 
d'énergie électrostatique VE — g?/2C. 

L'évolution ultérieure dans le système se déroulera en conformité 
avec la solution de l'équation de la seconde étape. La valeur de la 
charge variera selon la loi q — q, expl—(t —1,)/x\ et l'intensité 
suivra l'expression à — — (g:,/1t) exp [—(t — l)/T]. Ce processus 
ne durera jusqu'à ce que la valeur de i redevienne égale 
à —iù 

Si : à l'instant £ — £, on arrive à la fin de la seconde étape, alors, 


bts = — io = — (qti/t) exp [— (4, — 1,)/r], 
Qt = Qt, EXP Î—(t2 —t,)/t] = tù, 


d'où on peut déterminer La 
Dès cet instant s’amorce le processus dû à l'étape de variation 
de ® et pour la troisième étape on doit de nouveau se servir de la 
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solution sous la forme 


— exp [— ô (t —t,)] {A cos Lo (t —t,)] + B sin [wo ({t —1t,)]}, 
(2.4.18) 


A et B étant à trouver par la voie habituelle. | 
On montre aisément que les valeurs indiquées q, et ë&, = —ù 
correspondent à l’extrémum de la fonction 


g = —exp{— ô(t —t,)] x 
X {(Bw — 84) cos [wo (t —t,)] — (4Aw + ôB) X 
X sinlw(é —#t,)]}. (2.419) 


A cause des pertes l'évolution ultérieure n’amènera plus les valeurs 
de à au-delà de +ài, et jusqu’à l'amortissement complet le processus 
sera décrit par l'équation (2.4.14) et par sa solution (2.4.15) à coeffi- 
cients déterminés par voie ordinaire. | ’ 
Pour le départ de cette troisième (et dernière) étape à £ = fe 
on obtient 
q=q, — At, q =, = lo — Br,@ — 8A:,, 
d'où 
ô in) 6 de 
Bi, = Ai, oo lt: 


Ainsi donc, les expressions définitives de g et de à pour la troi- 
sième étape auront la forme 


g=exp[—8(4—t2)] {g, cos [w (t—t2)] + 
ne _ (qe, + io) sin [o (£ —t#:)]} , 
i—exp[—Ô({t—1{;)] {io cos [@ ({ —1,)] + 


+ (aÿg,+ Bis) sin fu (t—13)}}. 


(2.4.20) 


Etant donné que, conformément à la loi de variation de q, au cours 
de la seconde étape g:, — ti, on peut définitivement écrire, pour 
la troisième étape, les expressions suivantes 


q=ioexp | — 6 (t—t2)] { cos [o (#—t:)] + 

++ (6v+ 1) sin [o (t—1:)]}, 
i— io xp{—ô(t—t2)] {cos lo (—t2:)] + 

++ (or +6) sin [o (t—#))}. 


(2.4.21) 
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Ce processus amorti a le même caractère pour toute valeur ini- 
tiale de qg. Quelle que soit la charge initiale de la capacité le système 
après l'amortissement dans le domaine de ® — const prendra un 
mouvement amorti dans le domaine | i | < à, avec les mêmes valeurs 
de get de i, i.e., q = Tip, È = —i. 


Le processus considéré sera traduit par une trajectoire de phase 


dans le plan de phase q, qg = i, montrée sur la fig. 2.17. Toutes 
les autres trajectoires de phase 
satisfaisant aux autres condi- 
tions initiales doivent avoir le 
même caractère que celui sur la 
fig. 2.17. Dans les domaines 
lil > à l'idéalisation adoptée 
n'admet qu'une seule évolution 
traduite par une seule trajectoire 
de phase, à — —g/t. Partant 
de n'importe quel autre point 
du plan de phase dans ces do- 
maines le système doit avec 
variations infiniment rapides de 
i passer, par saut, soit à la fron- 
tière du domaine pour se déplacer 
ensuite sur l'une des spirales, 
soit suivant l'unique trajectoire 
de phase correspondant à la dé- 


Fig. 2.17. Trajectoire de phase du charge exponentielle de la capa- 
mouvement dans un circuit à noyau cité. 
saturable 


Si l'on trace les graphiques 
de. variation de qg et de à en 
fonction du temps alors pour les conditions initiales ils auront la 
forme montrée sur la fig. 2.18. 


Les conditionsinitiales différentes peuvent conduire même à deux 
sauts (par exemple, si à l'instant initial & — 0, q — q et i > bo); 
dans ce cas l’évolution s’amorce immédiatement à partir du premier 
saut d'intensité jusqu’à la valeur à,, puis, après le déroulement de la 
première étape, il y aura le second saut impliquant au système le 
mode de décharge apériodique de la capacité, comme on a vu dans 
l'exemple analysé. 

En tenant compte d'une faible variation de ® dans les domaines 
de saturation et en appliquant l'équation du second ordre à toutes 
les étapes de l’évolution on peut négliger les sauts et trouver une 
solution continue du problème pour toutes les valeurs possibles de 
g et de i. Mais une telle correction soulève de grandes difficultés 
et ne nous fournit pas de résultats fondamentalement nouveaux si 
bien que pour l’étude générale de l’évolution des oscillations libres 
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dans le système étudié l’idéalisation faite est bien justifiée. Mais si 
l'on s'intéresse précisément à la forme du processus rapide de la 
transition d’un type de mouvement à un autre alors évidemment, on 
a besoin d’une analyse conséquente et précise. De plus, il faut avoir 
en vue que l'étude des détails plus délicats des évolutions considérées 
schématiquement nécessite une approximation plus précise des cour- 
bes d'aimantation réelles. 

En effet, l'allure de la courbe d'aimantation ne subit pas de 
variation par saut, les propriétés magnétiques des noyaux ne variant 


Fig. 2.18. Variation de gq (a) et do à (b) en fonction du temps pour un circuit 
oscillant à noyau saturable 


que continüment quoique assez rapidement pendant certaines phases 
de l’évolution. 

3. Procédons à l’analyse d’un autre exemple des oscillations dans 
un système dissipatif en appliquant la méthode d'étude par étapes. 
Etudions les oscillations se produisant dans un circuit oscillant élec- 
trique déjà décrit doté d’une bobine d’inductance comportant un 
noyau en ferromagnétique et, à la différence de l’idéalisation adoptée 
précédemment, sans tenir compte de la saturation mais ayant en vue 
la boucle non stationnaire dans la courbe d’aimantation. On va assi- 
miler les boucles d’'hystérésis aux figures représentées fig. 2.19 pour 
différentes amplitudes de Æ alternative. 

L'équation des oscillations dans le circuit (cf. fig. 2.14) a la forme 


ne LH Rik + | idt=0 où g={ id; (2.4.22) 
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D étant, comme précédemment, le flux magnétique total traversant 
toutes les nr spires de l’enroulement de la bobine. 

En étudiant l'évolution par étapes on obtient les équations sui- 
vantes. 

Pour les étapes où nr dOD/di — Lona 


a + 20q + q = 0; (2.4.23) 


ici g est la charge du condensateur, l'échelle de temps étant exprimée 
par T = pt (wo? — 1/LC), 26 — R/wL. 
Pour les étapes où ® — const on trouve 


qe Re q. (2.4.24) 

Envisageons d’abord l’étape d’accroissement de à et de ® (i) depuis 
les conditions initiales Q+-0 = —%o; Gr - — 0 à la valeur maximale 
F de q (et, respectivement, de D); 


puis, étudions le processus décrit 
par l'équation (2.4.24), ensuite, 
prenons l’étape de décroissance de 
® (i) lorsque l'équation (2.4.23) 
est de nouveau en vigueur, 
jusqu'à ce qu'on atteigne la 
valeur négative maximale i = à, 
et ® (i,). L'étape suivante pro- 
vient de la constance de © et, 
à partir de la valeur i == i, le 
processus est régi par l'équation 
(2.4.24) jusqu'à l’amorçage du 
Fig. 2.19. Courbes parfaites de l’hys- nouvel accroissement ® (ji). 
térésis Cela s'accompagne d’une tran- 
sition graduelle d'une boucle 
d'hystérésis à une autre, correspondante à des valeurs plus petites de 
courant et de flux magnétique. A strictement parler, il se produit 
ici un certain écart de la marche de la courbe ® (i) par rapport à la 
loi parfaite que nous avons choisie, mais il est assez faible pour une 
boucle d’hystérésis pas trop large de sorte que la considération de la 
correction ne semble pas justifiée dans l’approximation envisagée. 
En répétant cette étude suivant les étapes successives on peut 


obtenir une expression de variation de get de q dans le temps. Dans 
le plan de phase le portrait de phase correspondant du système est 
représenté fig. 2.20. Les trajectoires de phase sont des segments de 


spirales raccordés par des segments de droite g = —g/&,RC aux 


points à — g correspondant au début et à la fin des étapes D = const. 
Donc, on voit qu'en raison des effets d'hystérésis il y a lieu une plus 
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rapide diminution d'amplitude des oscillations libres du circuit étu- 
dié. Ceci est dû à l'existence de la boucle d'hystérésis qui provoque 
les pertes dans le matériau du noyau aux dépens du travail du ren- 
versement d’aimantation, pertes dues à l'interaction des domaines 
d’aimantation élémentaires avec la masse restante de la substance du 


4 
1 
î 


Fig. 2.20. Portrait de phase d'un Fig. 2.21. Portait de phase d'un circuit 
système oscillant avec pertes ct à idéal sans pertes avec bobine d'induc- 
noyau doué d’hystérésis tance à noyau doué d'hystérésis 


noyau et, en fin de compte, à la conversion de l'énergie magnétique 
en celle thermique grâce au travail de réorientalion des domaines 
indiqués. 

Pour cette raison la présence du noyau ferromagnétique à pro- 
priétés d'hystérésis dans la self du circuit oscillant conduit, même 
en l'absence, dans celui-ci, d’une résistance morte, à l'apparition 
des perles en rendant ainsi ce système fondamentalement dissipatif. 

Sur la fig. 2.21 on donne le portrait de phase d’un tel circuit 
parfait dépourvu de résistance morte mais comportant une self avec 
noyau doué de propriétés d’hystérésis. Ici, la trajectoire de phase 
se compose de demi-cercles dont le rayon diminue en fonction de la 
largeur des boucles d'hystérésis. Dans cette évolution, l'étape corres- 
pondant à ® — const s'effectue instantanément grâce à l'absence 
de la résistance morte dans le circuit étudié car elle limiterait la 


vitesse de variation de aq. 


$ 2.5. Méthode des amplitudes lentement variables 
et son application pour le calcul des oscillations dans 
les systèmes peu amortis à non-linéarité faible 


La méthode d'étude par étapes exposée dans le paragraphe pré- 
cédent n’impose, on l’a indiqué, aucune restriction sur la non-linéa- 
rité du système oscillant étudié et est valable quelle que soit la loi 
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d'amortissement. Néanmoins, cette méthode conduit habituellement 
aux calculs encombrants ou aux constructions graphiques complexes, 
les résultats obtenus ne se rapportant qu’à un seul type de mouve- 
ment pour les conditions initiales données sans permettre une inter- 
prétation claire des particularités générales des évolutions du système 
pour diverses conditions et différentes valeurs des paramètres de 
celui-ci. Aussi est-il important d'étudier les méthodes approchées 
qui pourraient, ne serait-ce que pour une classe restreinte de systèmes 
oscillants, donner une solution unique pour tout instant d'un pro- 
cessus oscillatoire quelles que soient les conditions initiales. Une 
méthode approchée de ce genre a été en son temps proposée par Van 
der Pol. Par la suite on lui a donné le nom de méthode des amplitudes 
lentement variables (MALV). Elle s'est montrée très efficace dans 
l'étude de la classe de systèmes oscillants peu amortis et à non- 
linéarité faible. Les circuits oscillants électriques à noyau ferro- 
magnétique à faibles pertes par hystérésis dans le domaine des ampli- 
tudes du champ magnétique loin de saturation, les circuits avec les 
capacités non linéaires soumis aux mêmes restrictions, les circuits 
linéaires à L et C constantes à faible amortissement (indépendamment 
de leur linéarité ou non-linéarité), de multiples analogues mécaniques 
des systèmes linéaires et non linéaires à facteur Q élevé constituent 
la classe de systèmes dont les mouvements se laissent approximative- 
ment calculer par la méthode des amplitudes lentement variables. 
Les conditions de faible non-linéarité de ces systèmes et de petit 
amortissement en vertu de la continuité de variation des propriétés 
du système et de la solution de l'équation différentielle qui le décrit 
conduisent à ce que, dans ce cas, le mouvement se rapproche du mou- 
vement sinusoïdal correspondant au système conservatif linéaire. 

Pour le système conservatif linéaire à un degré de liberté nous 
connaissons déjà l'équation décrivant les oscillations qui s’y pro- 


duisent, en échelle de temps dûment choisie : z + x = 0. Dans ce 
cas l'échelle de temps t se définit par la relation t — wot où w 
est la pulsation des oscillations libres du système, ft, le temps ordi- 
naire. 

Pour un système proche de celui conservatif linéaire on a 


z+r f(x, ©), (2.5.1) 


Où fx (x, x) est une fonction arbitraire régulière, non linéaire dans 
le cas général de la coordonnée x et de la vitesse de variation de celle- 
ci dont les valeurs restent petites devant les termes du premier 
membre de l'équation (2.5.1) (en vertu de faible non-linéarité des 
paramètres et de petites pertes dans le système). 

Si, grâce à un choix approprié de l'échelle de l’abscisse x on con- 
sidère des variations de x lorsque cette dernière demeure voisine de 


l'unité, alors le second membre de l'équation (2.5.1) sera petit 
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devant l'unité. Pour cette raison' il est rationnel d'écrire cette équa- 
tion sous la forme 


z+z=uf(r, 2), (2.5.2) 


où f(x, x) est une petite fonction régulière bornée donnée non liée 
par la condition de petitesse, et u, un petit paramètre (u € 1) dont 
la valeur caractérise le degré de voisinage du système donné de celui 
conservatif linéaire. Le système étudié tend vers ce dernier lorsque 
u — 0. Au = O0, la solution de l'équation (2.5.2) sera x — a cos t + 
+ b sin t où a et b sont des constantes données par les conditions 
initiales, i.e. par la réserve initiale d'énergie dans le syst 

Selon Van der Pol on admet que pour #0, mais pu << 1 la 
solution peut être écrite sous la forme 


TI = uUCOST +VSsint, (2.5.3) 
où u (t) et v (t) sont des fonctions lentement variables (amplitudes 
lentement variables) *) telles que u &uet D € v. Passons des va- 
riables x et x aux variables u et v à l'aide des relations 

ZT =uUCOST +vsintT, x = —u sin T + v cos T, (2.5.4) 
ce qui équivaut à l'introduction d'une condition supplémentaire 
reliant u à v: 

u cos T + vsin t = 0. (2.5.9) 
En utilisant (2.5.4) et (2.5.5) on peut passer de l'équation (2.5.2) 
au système 


u = —qyf (u cos T + v sin T; —u sin T + v cos t)sinT, 


: | (2.5.6) 
v = pf (u cos T + v sin T; —u sin T + v cos t) cos T. 


Ce système de deux équations du premier ordre correspond exacte- 
ment à l'équation d'origine (2.5.2) du second ordre. Il ne présente 
aucun avantage dans le plan de simplification du problème. Néan- 


moins, il découle de ce système que les dérivées u et v sont petites 
de l’ordre de u < 1, ce qui justifie les conditions choisies u € u, 


v & v. On marque un pas en avant sensible vers la solution appro- 
chée si l’on remplace les valeurs instantanées de uw et de v par leurs 
valeurs moyennes pendant chaque période d'oscillations égale à 2x. 


*) L'exposé ultérieur de la méthode des amplitudes lentement variables 
(ALV) s'appuyera sur l'ouvrage de L. Mandelstam et N. Papalexy (JETF, 1934, 
t. 4) où ils ont pour la premiére fois donné les justifications mathématiques de 
la méthode ALV et des domaines de son application. 
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En faisant la moyenne sur la période de 0 à 2x on trouve un système 
dit d'équations « tronquées » 


27 27 
| 


u — NE ( nf (u,v,Tt) sin tar, = ( nf (u,v,t)costdt. (2.5.7) 
0 0 


Ce système de la forme 


u =œ{u, v), v =vy(u, v) (2.5.8) 


ne contient plus de temps t sous forme explicite dans les seconds 

membres et l’on peut dans plusieurs cas l'intégrer en obtenant la 

marche dans le temps des fonctions lentement variables z (rt) et 

ä- v (t) qui sont des « amplitudes» 
9 de la solution cherchée. 

Le système d'équations (2.5.8): 
s'obtient du système (2.5.6) si 
l’on développe les seconds mem- 
bres en série de Fourier comme 
fonctions périodiques de période 
2n et néglige tous les termes 
oscillants. En négligeant les 
termes oscillants on a ainsi 
effectué la «troncature » qui 
ramène le système d'équations 
Fig. 2.22. Systèmes de coordonnées r, Correspondant exactement à 

a et ü: 6 l'équation d'origine, aux équa- 
tions approchées tronquées. 


Le passage des variables x, x aux variables u, v équivaut au pas- 


sage d’un système de coordonnées cartésiennes x, x à un autre égale- 
ment rectangulaire, ayant la même origine de coordonnées, tourné 
d'un angle + dans le sens horaire (fig. 2.22). Cela veut dire que le 


système de coordonnées v, v dans le plan de coordonnées x, x tourne 
avec une vitesse angulaire égale à l’unité. C'est pourquoi dans le cas. 
du système conservatif linéaire le point représentatif P décrit un 


cercle dans le plan de phase de coordonnées x, z en effectuant la 
rotation de période de 2x tout en restant immobile dans le plan de 
variables uw, v. Cela correspond aux oscillations harmoniques d'ampli- 


tude À = Vu + v?. 

Le système d'équations tronquées permet de retrouver les états 
d'équilibre pour les variables v et v, ce qui correspond aux évolutions 
stationnaires. 


I 
ss 
& 

] 


Pour les évolutions (états) stationnaires u = a;, v 
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= y = 0 si bien que 
pa, b;) = 0, wÿa;, b;) = 0, (2.5.9) 


puisque u = v = 0. 

Les solutions du système (2.5.9) doivent fournir des amplitudes 
stationnaires possibles des mouvements sinusoïdaux traduisant de 
façon approchée une évolution stationnaire réelle. 

On peut déterminer la stabilité des processus stationnaires par 
une méthode des perturbations connue qui consiste à établir des 
équations pour les petites variations autour des valeurs stationnaires 
trouvées u — ay, v — b;, correspondant à l'équilibre du système 
auxiliaire décrit par les équations tronquées. 

En posant u = a; + n, v = b, + & on obtient pour Îles varia- 
tions n et © les équations 


n=p@+nb+ts É=vpa +n b +) (25.10) 


En développant en série les seconds membres de ces équations au 
voisinage des valeurs a;, b; et en négligeant les petites quantités 
n eté à la puissance supérieure à une première, on obtient un système 
d'équations linéaires 


1 = Gun + Go, ë = Ga + Grec. (2.5.11) 


En introduisant la dépendance de ces variations du temps n — 
= net et © — et et en les mettant dans (2.5.11) on trouve deux 
équations linéaires pour les amplitudes des variations n, et b: 


(au — A)Mo + Gnto = 0, Go + (ae — À) Eo = 0. (2.512) 


D'habitude, la conduite des variations est déterminée par la nature 
de la solution de l’équation caractéristique obtenue de la condition 
de la solution non triviale du système (2.5.12) 
Qi —À Ge ; 
= (. (2.5.13) 
ai 22 — À 


D'où A— (œs + ao) À + Qype — Gates = 0 et 
1 1 a 
Ài,e = 5 (&i1 + Go) + T V (@i1 — Goo)? + Atiotos. 2.9.14) 


Si les deux racines ont un signe négatif devant la partie réelle de À 
la solution stationnaire correspondante (u = a;, v — b;) est stable. 
Si ne serait-ce qu'une des valeurs de À a un signe plus devant la 
partie réelle la solution analysée est instable. La présence ou l’ab- 
sence de la partie imaginaire dans À détermine le caractère stable ou 
instable de la solution stationnaire. 
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On n'’entrera pas ici dans les détails de la question relative à 
l'analyse de la stabilité des solutions stationnaires en la remettant 
plus tard à l'étude des systèmes paramétriques et actifs jouissant 
de divers types de mouvements stationnaires. Quant aux systèmes 
dissipatifs, il est clair qu'il n'existe qu’un seul état stationnaire, 
état de repos, qui est toujours stable. 

Considérons maintenant une autre variante de la méthode des 
amplitudes lentement variables avec passage des coordonnées ini- 


tiales x et x aux nouvelles variables, amplitude À et phase 8 qui 
sont aussi les variables lentes à l'échelle de temps 7. 

I] est évident que u — À cos 8 ; v — —À sin 6 et 4° — u? + v’; 
tg 0 = —v/u où u et v sont les amplitudes lentement variables. 
A et © représentent respectivement des coordonnées polaires du point 
représentatif dans le plan des variables u et v. Comme les variables u 
et v sont des fonctions lentes du temps 7, alors l'amplitude À et la 
phase 6 varient elles aussi lentement en fonction du temps t. 

On va chercher la solution de l'équation de base (2.5.2) sous la 
forme 


z = À cos [t + 0 (x). (2.5.15) 
Effectuons la substitution de la variable x: 
z = —A sin [rt + 0 (x)]. (2.5.16) 


1] 
Soulignons que la dernière expression de x ne résulte pas de la déri- 
vation de x par rapport au temps t puisque la dérivée de x par rap- 
port à ta la forme 


x = À cos (t + 6) — À sin (t + 8) — À sin (t - 6). 6. 
Il découle de (2.5.15) et (2.5.1 ) la condition 


À cos (t + 6) — A8 sin (t + 0) = 0. (2.5.17) 


Si l’on prend la dérivée par rapport au temps t de la variable x 


et on substitue x, x et x exprimés en nouvelles variables À et 8 dans 
l'équation différentielle de départ (2.5.2) on obtient compte tenu de 
(2.5.17) le système de deux équations 


A sin (x + 6) + A8 cos (t + 0) = —uf (4, 8, tv). 


A cos (t + 8) — 48 sin (rt + 0) == (. 
D'où l’on tire le système exact d'équations différentielles décrivant 
les évolutions dans le système | 


A = —yf(4, 6, v) sin (rt + 6), (2.5.19) 
A8 = —uf (4, 6, t) cos (rt + 8). | 


(2.5.18) 
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Ici À (xt) et 0 (t) sont des fonctions lentes du temps T, ce qui permet 

de moyenner les seconds membres de (2.5.19) au bout d’une période 

en supposant que À et 6 ne varient pas pendant ce temps. La mise 

en moyenne conduit au système d'équations tronquées de la forme 
21 


: { ; 
= \ uf (4, 6, t) sin T; dr, 


0 
21 


AB— _— ( uf (4, 6, t)costidts, (2.5.20}) 


(U 


OÙ Ty = T + 6. 

A partir du système d'équations tronquées (2.5.20) il est possible 
de déterminer des valeurs stationnaires de l’amplitude et de la phase 
des oscillations dans un système concret, d'analyser les processus. 
d'établissement (processus transitoires) de ces grandeurs ainsi que 
de déterminer la stabilité des solutions obtenues. 

L'application d’une telle méthode d'amplitudes lentement varia- 
bles simplifie parfois la recherche des solutions stationnaires surtout 
pour les problèmes où l’oscillation de référence est absente (due, par 
exemple, à une force extérieure, une modulation du paramètre, un 
signal de synchronisation), dont le décalage de phase par rapport à 
l'oscillation cherchée entrerait dans la solution. Ces systèmes em- 
brassent les systèmes linéaires ou non linéaires passifs, les systèmes 
auto-oscillants, etc. Cette variante de la méthode d'ALV permet 
certaines simplifications même dans les cas où les caractéristiques 
non linéaires des paramètres quelconques d'un système oscillant se 
laissent approximer par les puissances supérieures du développe- 
ment en série. 

[llustrons maintenant la méthode des amplitudes lentement 
variables sur les exemples de son application au calcul des oscilla- 
tions dans les systèmes les plus simples. 

Circuit linéaire à amortissement constant (oscillateur linéaire 
amorti). Le problème est facilement résoluble par intégration directe 
de l'équation différentielle (2.2.6), mais pour illustrer la méthode 
on va faire des calculs nécessaires pour les oscillations libres par la 
méthode des amplitudes lentement variables. 

Les oscillations dans le circuit étudié sont décrites par l'équation 


+26 À + wir —0. 


Si l'on pose t = opt alors d/dt = wsd/dt et x + 267 + x = 0 où 
20 = 26/w. On peut alors écrire que r+ x — —2@7z, i.e. uf (x, 2) = 


— —29z. La condition d'utilisation de la méthode d'ALV dans le 
problème envisagé exige que ê = u « 1. 
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Appliquons la variante de la méthode d'amplitude et de phase 
lentement variables. Les équations tronquées pour l'oscillateur 
linéaire étudié avec frottement auront la forme 


h 27 


A=—-2(2d4sinran, 46= —;ÿ% | 284sin ri cos ri du, 
(A) 


ot" is 


où T = T0. D'où 
A=-—84, Ab=0. 
Ces équations tronquées sont aisément intégrables et l'on obtient 
A= Aÿe”?t, 60—0,, 
d'où 
z = Aje-ŸtTcos (t+06,). 
Notons que la solution approchée obtenue diffère quelque peu de la 


solution exacte de l'équation linéaire de départ. Dans la solution 
‘exacte 


z = Agexp (—-7 t) cos (wt + 0,), OÙ -+t—ÙT; 


donc, la vitesse de diminution de l’amplitude est la même dans les 
solutions exacte et approchée. La pulsation de la solution exacte est 
© — V/w — 6°, ce qui diffère de w, adoptée comme pulsation de la 
solution approchée trouvée à partir des équations tronquées. 
Circuit oscillant non linéaire non amorti. Considérons un circuit 
avec condensateur à ferro-électrique en négligeant l'amortissement. 


Dans ce cas, Lq + u (q) = 0. Introduisons x — q/q, où q est une 
certaine charge correspondant à l’amplitude maximale attendue des 
oscillations dans le circuit et prenons pour la dépendance non linéaire 
u (q) l'expression du type u (q) = (q/Co) (1+ 09°). Notre équation 
se met alors sous la forme 


z + © (x + vogirt) —0 où  &? = 1/LC4. 


Introduisons une nouvelle échelle de temps t — wf où w ne coïncide 
pas obligatoirement avec «@,. Compte tenu de cette substitution 


. Li 
z + SE (x + Vog8rs) = 0 
En introduisant la désignation &?/o? = 1 — £, y = Y9q on obtient 


z+zr—=tr— (4 —t)ys. 
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Comme nous nous limitons au cas de E << 1 et de y € 1, ilest possible 
en rejetant le terme du second ordre de petitesse d'écrire 


z + zx = Ex yrt. 


Cette équation appartenant au type x + x = puf (r, x), on peut lui 
appliquer la méthode des amplitudes lentement variables. Utilisons 
la variante avec les amplitudes lentement variables uw et v. Les 
équations tronquées se mettent sous la forme 


27 27 
0 7" 
où x = u Cos T -+ v sin t. Après la mise en moyenne, il vient 
, 1 3 : 1 3 » o 
u= — Ev+<v(u?+ 0?) v, D Eu —— y (u* +1) u 


ou, autrement, 


g 4 [3 1 /3 
un (vb) vo -—5(5v-é)u. 
{ci, z: — u? +- v? est le carré de l'amplitude de l’oscillalion inconnue. 

Sans nous occuper de la résolution du système obtenu d'équations 
tronquées tirons quelques conclusions sur le caractère des évolutions 
éventuelles dans le système. Le processus stationnaire dans le système 
exige que soit rempli le système d'équations 


(va 5) Lo == 0), (2 v50—EÈ) Up = 0. 


Ceci est possible pour uw, = vo) = 0 ou */, Yo — & = 0. La première 
possibilité correspond à l’état de repos, la seconde, aux oscillations 
stationnaires d'amplitude constante A9 = VW 3. La présence dans 
ce problème d'une amplitude stationnaire non nulle découle de la 
condition du conservatisme du système. Ceci étant, le désaccord 
doit toutefois avoir une valeur déterminée & = %/, yz. Puisque 
= (6° — w$)/w*, on obtient pour la pulsation des oscillations sta- 
tionnaires l'expression 


(723 


D (OT 
ss 1—°/1%20 ” 
où % est donnée par les conditions initiales créant dans le système 
une réserve déterminée d'énergie oscillatoire. Cette relation entre la 
pulsation d'oscillations libres et l'amplitude que nous avons déjà 
obtenue par d'autres méthodes (cf. (1.3.15)) traduit le non-isochro- 
nisme du système non linéaire envisagé. 

Circuit électrique à petit amortissement non linéaire. Etudions les 
oscillations dans un circuit à L et C constantes, mais à résistance 


6—747 
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là () dépendant du courant conformément à la loi R = BR, (1 -E Vo”). 
Cette relation traduit qualitativement le fait que la résistance morte 
des conducteurs est fonction du courant qui les traverse par effet 
de leur échauffemn!. 

Etablissons l'équation du mouvement dans ce circuit 


ee a . Â 
La + R(1+%09)9+ 790. 


En introduisant. comme d'habitude, les variables x -= q/q, et t = 


= @ot où wi — 1/LC, on obtient l'équation 
z + 204 (1 + ya) x + x = 0. 
lei 20, = Ro/Loo, Ÿ— You. Lorsque l'amortissement est faible 


tel que 2%, (1 + yr°) < 1, on peut appliquer pour la résolution 
approchée la méthode ALV. Il est plus commode alors d'écrire 
l'équation de départ sous la forme 


Z+ar —200r — 209ve = uf(r, 2). 


Posons zx = À cos (t + 8): x = —A sin (tx + 0); alors pour À 
el 6 on a les équations tronquées: 
27 


A — — ( (2004 sin T{ + 20,YAS sin Ti) sin Tt dt, 
U 


ox 
A8 — — —— = | (20,4 sin 7, + 20,y45sin* t;) cos t, d'5:, 
() 
OÙ T1 = T + 0. En procédant à l'intégration il vient 


À — — 4 (1+<v42) , 6-0. 


On tire 80 = 6, de l'équation pour la phase 6. L’équation pour l'am- 


FR 


plitude peut s’écrire sous la forme z — —20, (1 + %/, vs) z où 5 — 
— A*. En intégrant cette équation il vient 

à 

#7 Dexp(2007)—%/,;7 ‘ 
où D est une constante déduite des conditions initiales. Si à l'instant. 
initial pour + = 0 : = %, alors D = 1/3 + %/, y ct l’on peut écrire 


A = D 
(1 +-%/3%20) eXP(2007) — %/4Y20 ° 


La relation obtenue pour z exprime la loi de la diminution du 
carré de l’amplitude des oscillations dans le circuit oscillant étudié 
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à partir de la valeur de départ z = Z,. Cette loi se transforme en celle 
exponentielle ordinaire à y = 0, c'est-à-dire lorsqu'on passe au cas 
linéaire (oscillateur linéaire à amortissement constant). Sur la 
fig. 2.23 est montrée de façon conventionnelle la chute du carré 
de l'amplitude z pour une certaine valeur de y. Sur la même figure 
est donnée la loi de diminution de z correspondant à y = 0. 
Notons également que l'analyse présentée fait dégager comme 


grandeur déterminant le processus l'amplitude d'oscillations (z ouW z 


Fig. 2.23. Grapbique de la diminution d'amplitude d'oscillations libres dans un 
circuit à amortissements non linéaire et linéaire 


alors que la phase d'oscillation ne joue aucun rôle. Cela est bien 
compréhensible car le caractère de l’évolution est donné par la ré- 
serve d'énergie oscillatoire communiquée au circuit au début du pro- 
cessus alors que la phase d'’oscillations n’influe aucunement sur 
l'allure des oscillations du fait que par un choix convenable de 
l'origine des temps arbitraire pour le système autonome la phase 
peut étre quelconque. 


G* 


CHAPITRE 5 


OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES À UN DEGRÉ 
DE LIBERTÉ SOUS L’ACTION D’UNE FORCE EXCITATRICE 


$ 3.1. Oscillations forcées dans un système linéaire 
dues à une force sinusoïdale d’excitation 


Jusqu'ici nous avons étudié les oscillations se produisant dans 
Jes systèmes isolés des actions extérieures. Ils sont le siège des seules 
oscillations propres. Toutefois, il convient de noter que même dans 
les systèmes oscillants isolés les oscillations ne s’amorcent qu'après 
une action extérieure. L'action extérieure communique l'élonga- 
tion et la vitesse initiales dont dépendent l'amplitude et la phase 
initiales des oscillations. Seules les propriétés du système même 
déterminent la pulsation w et le coefficient d'amortissement ô. 

Or, si l’on envisage des oscillations se produisant dans un système 
sous l’action d'une force périodique extérieure, oscillations dites 
forcées, dans ce cas leurs propriétés dépendront non seulement des 
‘paramètres du système (w, 6) mais aussi de l’amplitude comme de la 
pulsation de la force extérieure. 

Dans l’étude d'un effort extérieur sur les systèmes oscillants il 
faut distingucr les efforts de force et paramétrique. On appelle l'effort 
de force l’action qui ne modifie pas les paramètres (w, ô) du système 
oscillant. Au contraire, un cffort paramétrique ne modifie que ces 
paramètres. 

Comme il sera montré dans les divisions ultérieures l'action de 
force sur le système oscillant s'accompagne pratiquement toujours 
d'apparition des oscillations forcées alors que l'action paramétrique 
peut ne pas engendrer les oscillations dans le système. 

Il est évident qu'une action de force pure sur les systèmes oscil- 
lants peut avoir lieu seulement à leur idéalisation déterminée, à 
savoir, si le système est supposé linéaire. Mais s’il s’agit d'une action 
paramétrique qui se produit, le système oscillant doit avoir au moins 
un paramètre dont la valeur dépend de la valeur instantanée de la 
force extérieure lui appliquée. 

Toutefois, dans le cas des systèmes réels, fondamentalement non 
linéaires, on ne peut pas faire une distinction stricte entre les actions 
de force ct paramétrique. Cela peut être expliqué sur un exemple 
simple. Supposons qu'une force extérieure agisse sur un système 
oscillant réel quelconque. Alors tant que l’action extérieure se ca- 
ractérise par de petites amplitudes le système oscillant reste linéaire 
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et, donc, on parle de l’action de-force sur le système. A mesure que 
l'amplitude de la force extérieure ou l'amplitude des oscillations 
forcées augmente il peut arriver que dans le système surgit une dé- 
pendance non linéaire entre l'un des paramètres et la valeur instan- 
tanée de la force extérieure si bien qu'une telle action sera estimée 
comme mixte, c’est-à-dire, de force et paramétrique. 

Parmi les actions extérieures les plus intéressantes sont les actions 
qui modifient la réserve d'énergie oscillatoire du système. 

Dans le cas des systèmes oscillants mécaniques la résolution 
du problème de l’action d'une force extérieure périodique heurte 


Fig. 3.1. Méthode de donnée d'une sollicitation de force d'un système oscillant 
mecanique 


certaines difficultés, car conformément aux lois de la mécanique la 
source de cette force subira une rétroaction de la part du système 
oscillant. 

L'une des méthodes la plus simple d'action mécanique sur un 
système mécanique oscillant consiste à imposer l'élongation d'un 
certain point À du système (fig. 3.1). Si l’on désigne par x le déplace- 
ment de la masse m de la position d'équilibre, l'équation de mouve- 
ment sans tenir compte des forces de frottement s’écrira ainsi 


mt hr==k' (F(t)— 2) où mr+(k+ k')r::F(bk". 


Sur le système agit une force extérieure £’°F (t) et la pulsation propre 
du système est égale à «w, = V(E + k”)/m. 

Si l’on exige maintenant que la force agisse sur le système oscil- 
lant dont le mouvement propre est régi par l'équation différenticlle 


mx + kx = O(w, = Vk/m), alors pour ce faire il faut quok” << 4 
mais la valeur de la force extérieure k'# (£) soit suffisante pour obte- 
nir le processus forcé requis. 

L'analyse des oscillations forcées dans les systèmes linéaires est 
rendue aisée grâce à la possibilité d'application du principe de super- 
position. Si la force extérieure #, (t) excite une oscillation forcée 
æ, (t) et la force F, (t), l'oscillation x, (t). alors la force F ({) -= 
= F, (t) + F, (6) créera une oscillation forcée x (£) =: x, (t) -1- ra (1). 
Les oscillations ducs aux diverses forces extérieures s'ajoutent l’une 
à l’autre de la même façon que les forces extérieures si elles agissent 
simultanément sur le système linéaire doué de frottement caractérisé 
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par le coefficient k, i.e. si 


MT; hz, + kx, = K5 (0. MT où kr, + ka, = F, (0), 
alors 
mr ba) + hs +2) + En +2) = Pi (0 4 PF, (0. 


Si, maintenant, on désigne x, (t) + x, (t) par x (t)et F (t) := Fi (6) + 
+ F, (t) on obtient l'équation 


mx + hx + kx = F(b). 


Le principe de superposition valable pour les seuls systèmes 
linéaires signifie que dans ces systèmes il n’y a pas d'interaction 


# Ft) 


ZT 
Ffrolemrenrt 


Fig. 3.2. Un système oscillant mécanique amorti soumis à une force extérieure 


non linéaire entre les oscillations excitées par différentes forces exté- 
rieures agissant simultanément. 

On ne doit pas oublier non plus que dans le système oscillant 
outre les oscillations forcées excitées par les forces extérieures il 
existe aussi des oscillations propres dues à la variation d’une force 
extéricure en cas de son application, de son absence, et d’autres 
variations. Mais, dans les systèmes dissipatifs les oscillations propres 
s'amortissent avec une constante de temps du processus transitoire. 
Après un temps & > 1/6 le phénomène transitoire dans un système 
oscillant dissipatif peul être supposé terminé. 

Envisageons les oscillations forcées dans un système dissipatif 
sollicité par une force sinusoïdale extérieure. Dans le cas du système 
mécanique oscillant doué de frottement (fig. 3.2) l'équation du mou- 
vement a la forme 


mx + hx + kr = F, cos (pt) 


où p cest la pulsation de la force excitatrice, F,, son amplitude et 
dans le cas d'un système électrique (fig. 3.3), la forme 


La + Rq + qC —= dy cos (pt). 
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Si l’on désigne q par x, les deux.équations se confondent à des coeffi- 
cients près: 


x + 26% + wir = P, cos (pl). (2.1.1) 


où 20 : k/m -- R/L, wi == k/m = 1/LC, P, := Fiim = é/L. Com- 
me on sait, selon la division correspondante des mathématiques, la 
solution de l'équation différentielle (3.1.1) peut être écrite sous la 
forme 


z(t) = X, cos (pt + œ) 1 Ae-ôt cos (wt ++); (3.1.2) 
ici 


Xe Pa Po 


2 moe 
Vi PAR VAI EF VTOE 


où y -- plos, Qo = &oL/R, tg @ = 26p/(p° — wi), À et p, l'ampli- 
tude et la phase initiales des oscillations propres. Le premier terme de 
la solution zx, (ft) caractérise les 
oscillations forcées dans le systè- 
me sous l'effet d'une force 
extérieure. Le second terme 
s'amortit dans le temps t{ > 1/6 
et caractérise les oscillations 
propres dans le système. Fig. 3.3. Système oscillant électrique 

On voit de l'expression de X, a force électromotrice excitatrice 
que pour les relations déterminées 
entre &w, el p l'amplitude des oscillations forcées atteint son maxi- 
mum X has. Ayant obtenu l'expression pour X max = Xrés ON peut 
construire diverses familles de courbes de résonance normées, telles 
que D (p) =: X (p)/Xr. Dans ce cas on adopte comme paramètre 
variable la pulsation de la force extérieure p. Toutefois il est possible 
de trouver les caractéristiques de résonance d’une autre espèce telles 
que la pulsation de la force extérieure p est maintenue fixe alors que 
le paramètre variable devient soit C, soit L, c'est-à-dire w,, en dé- 
finitive. On obtient alors des familles de courbes de résonance nor- 
mées D (C), D (L), D (w,). 

La méthode des amplitudes complexes s'avère très commode pour 
l'étude des oscillations forcées dans les systèmes linéaires. Par défi- 
nition, une amplitude complexe, X = X,ei°, où X, est le module 
de l'amplitude complexe, , l'argument (phase) de l’oscillation. 

Pour résoudre l’équation du mouvement (3.1.1) par méthode des 
amplitudes complexes il faut s'adresser à l'équation aux mêmes 
paramètres, mais avec une force excitatrice complexe Piert, j.e. 


© 
L 8(4)=8,cospt— 


y + 26y + wiy = Poeirt. (3.1.5) 
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Cherchons la solution de cette équation sous la forme de y := Xeir!. 
En vertu de la linéarité de (3.1.3) la solution y = u -4 jv contient 
une partie réelle relative à l'équation (3.1.1). Alors 


(—p® -| 26ôjp + wi) X — P, 
soil 
” Pa 
7 oÿ—p*+26jp" 
Par un calcul ordinaire trouvons le module X, de l’amplitude com- 
plexe X et l'argument (phase) œ: 


P e 
X =": ——_———" ——— d. 1 .4 
VO PEER ? 


q=— arctg AE. (3.1.5) 


Par conséquent la solution particulière (oscillations forcées) est de la 
forme 


2 Re {X exp (nt)} +: Re {X, exp lj (pt + gl} = 
— X, cos (pt -t œ). 


Appliquons cette méthode de résolution au cas d’un circuit électrique 
série (voir fig. 4.3) pour lequel 1” équation du mouvement comme on le 
sail (cf. p. 86) peut s’écrire sous la forme 


LR +Ri+T \ i dt = der! (3.1.6) 


En résolvant cette équation par méthode des amplitudes com- 
plexes (à — JeiPt ) on obtient 7 = €,/Z où Z = R + j (pL — 1À/pC). 
Le module du courant est : la forme 


F=jrle | (3.1.7) 
VRE+(pL—1/p0): 
Maintenant on peul aisément trouver l'amplitude maximale de 
l'intensité /, max. Pour ce faire il est nécessaire de calculer l’extré- 
mum (minimum) du dénominateur de l'expression du module du 
courant; alors 74, mnx = “,/R, ce qui est rempli pour pL -= 1/pC, 
1.0. pOur D =: 
La famille des courbes de résonance normalisées pour le courant 
traversant un circuit électrique série (fig. 3.4) est donnée par 


1 li 1 , 
D (D) = 2 a © — , (3.1.8 
{pl Tomax VRIE(pL—A/PCR V1-+Y 05 (11/79 ) 
où Q, = &L/R, y — p/u. 
Notons que les opérations sur les amplitudes complexes se font 
de la même façon que dans le calcul opérationnel, c’est-à-dire si 
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i  Leirl, alors di/dt =: jplert'et iat = ({/jp) Let. De ce fait, 
il est aisé d'obtenir les expressions des tensions aux bornes de tous 
les éléments du circuit oscillant envisage 
Î 
Qur|=lTTR, Juste pLTIT Puel Slt 


D'ici, par voie de recherche des extrémums on peut aussi trouver les 
valeurs maximales (de résonance) des tensions aux bornes des élé- 
ments du circuit R, L et C. Le lecteur peut trouver facilement que la 


Le 


10 
p 1 V4 = 2/4 


l'ig. 3.4. Famille de courbes de résonance normalisées D 1,(P) pour diverses 
valeurs du facteur Q, 


résonance de tension à p == &, ne se produit que pour la tension aux 
bornes de la résistance À. 

La résonance de tension aux bornes d’une capacité | we |innx Æ 
Æ Qofo s'obtient à y? — 1 — 1/20; i.e. à la pulsation p plus basse 
que o, et la résonance de la tension aux bornes d’une self, | Ur ma x Æ 
& Qoto, à Y° — 1/(1 — 1/20°), i.e. à une pulsation p supérieure à (W9- 
Tous les trois maximums se confondent seulement à Q@, —  (pra- 
Liquement, à Q, >> 10*). Cet exemple permet de voir aisément qu'aux 
petites valeurs du facteur Q des circuits électriques oscillants (Q@, -- 
: 2 à 9) les maximums de résonance u,, ue, ur diffèrent l'un de 
l’autre en fréquence de quelques pour cent ce qui peut s'avérer 
bien important lors de l'utilisation de ces systèmes dans les dispo- 
sitifs de mesure radio-électrique. 

Dans les raisonnements ci-dessus on admettait que L - const, 
C = const, R == const (wo, = const) et seule la pulsation de nl action 
excitatrice p varie. Or, en pratique on s'intéresse souvent aux lois 
de résonance lorsque la pulsation de l’action excitatrice p -— const 
et varie l'un des paramètres, récepteur d'énergie, L ou C (ou m et k 
dans le cas d’un système oscillant mécanique). Le côté particulier 
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de ce cas consisle en ce que simultanément avec la variation de la 
pulsalion propre «9 (du fait de la variation des paramètres du système 
oscillant) varie également le facteur Q du système, @ = wL/R =- 
— (1/1?) | L/C (dans le cas de l’analogue mécanique, @ mé = 
= womlh =: Ykm/h). Pour cette raison les lois de résonance dans 
ce cas (fige. 3.9) diffèrent de celles envisagées précédemment. 

Il convient de noter que dans un circuit électrique série à p 
constante et w, variable, les valeurs extrémales de tension aux bornes 


(ANT 
!, (Uy 


1 EE NS ds Nat NE ne 


0 Q2 0h 06 06 10 11 14 16 yMe, 


Fig. 3.5. Famille de courbes de résonance normalisées D 1, (@o) à la variation 
de la pulsation propre w, du circuit pour différents facteurs Q: 


Lo (Oo) _, 1 pL 


D, (@o) = — ——_—_—_—_—_—_— , Q—=—, p=const 
RO Tome VIA © 


R 


du condensateur et de l’inductance peuvent être atteintes pour cha- 
cune de ces tensions à différentes valeurs de uw, en fonction du para- 
mètre variable ZL ou C responsable de la variation de «w, dans ce 
système. Pour les amplitudes des oscillations de la tension aux bornes 
du condensateur égales à | Z |’pCo à inductance variable dans le 
système et pour les amplitudes des oscillations de la tension aux 
bornes de l’inductance égales à | Z | pL, à capacité variable, la forme 
des courbes de résonance est identique, les valeurs extrémales étant 
alleintes par elles aux mêmes pulsations propres wo = p. 

Ainsi donc, dans ce système oscillant pourvu d’un paramètre 
réactif variable on a toujours la coïncidence de deux extrémums: 
Ja valeur de résonance de la tension aux bornes de la résista nce et la 
valeur de résonance aux bornes d’une réactance constante. 

À l'aide de la méthode des amplitudes complexes (du courant, 
de la tension, de l’impédance) on peut construire diverses familles 
de courbes de résonance : courbes d'amplitude de déplacement (ampli- 
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tude de la charge du condensateur, de {a tension aux bornes du con- 
densateur), courbes d'amplitude de la vitesse (amplitude du courant), 
courbes d'amplitude des accélérations (amplitude de la tension aux 
bornes d’une inductance). 

Pour chacune des familles précédentes de courbes de résonance il 
est possible de construire leur propre famille de caractéristiques de 
phaso définissant le déphasage des oscillations forcées sur la phase 
de la force extérieure que nous admettons comme initiale et, pour 
simplifier, égale à zéro. 


$ 3.2. Eléments de la théorie d'amortissement 
et des appareils d'enregistrement 


Amortisseur. Le comportement des systèmes oscillants soumis aux 
efforts extérieurs peut servir de base pour l'analyse de l’action des 
dispositifs  oscillants amortis- 
sæurs. En général, un amortisseur Ft) 
sert à diminuer la pression due 
à une force périodique (créée, par 
exemple, par les voitures, ma- 
chines-outils, moteurs à combus- 
tion interne soumis à la vibra- 
tion ..…) sur une fondation ou un 
support. 

Sur la fig. 3.6 est donné le 
système oscillant le plus simple 
que l’on peut sous certaines con- 
ditions assimiler à un dispositif 
amortisseur. L'équation du mouvement qui s’y produit est de la forme 


d3 d ) 
m rh kzs F(t) = ?, cos (pt), (5.2.1) 


C4 


Fig. 3.6. Schéma d'un amortisseur 


où # est la masse du corps vibrant, k, le coefficient de frottement, 
k, la raideur du ressort de l’amortisseur, x, le déplacement de la 
masse de la position d'équilibre ; pour simplifier, la force extérieure 
F' (t) est supposée régie par la loi sinusoïdale. En représentant la force 
sous forme complexe P,eïrt, on peut, grâce à la linéarité de l'équa- 
tion du mouvement, en chercher la solution par méthode des ampli- 
tudes complexes sous forme de x — Xeïrt. Il est alors facile d'obtenir 
une cxpression pour le module de l'amplitude des oscillations 


XX. Po 3.2, 
ne VE mp) Ep FR 


La fondation (support) subit, dans ce cas, de la part du dispositif 


Vibrant, l'action de la force F, = kr + hx et on en tire 


| Fr, | = Fo — A, pk - R2p*. D) 
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En introduisant le coefficient d'amortissement 
a = F/P, (3.2.4) 


qui doit. naturellement, être inférieur à l’unité (ce qui découle des 
exigences normales pour le travail d'un dispositif amortisseur), et 
cxprimé en paramètres du système oscillant et en pulsation de là 
force excitatrice on obtient l'expression suivante 


VAR EC OREEE CS 
= } (k— mp°}°-}- h°p V (1 — 7%) v/Q5 


_ Qÿ-+ Y* 3295 
L V & (VE LV" eu 
où » = po; À = koh. 


[l est aisé de montrer (ef. (3.2.5)) que « est inférieur à l'unité à 
A — > 1, ie. à vy> V2. 

Sur la fig. 3.7 sont représentées les courbes pour le coefficient 
d'amortissement pour quelques valeurs du facteur Q. 

En analysant les familles des courbes pour & dans le domaine 
qui nous intéresse (y > V/ 2, & << 1) nous pouvons en tirer la con- 
clusion que pour que l’mortis- 
sement soit efficace il faut que le 
système amortisseur oscillant ait 
un facteur Q, aussi grand que 
possible et une pulsation propre 
, aussi petite que possible. 
(A la pulsation de la force exté- 
ricure p fixe cela conduit à 
l'augmentation de y et, par con- 
séquent, à la diminution de &.) 

Toutefois il est déconseillé 
d'utiliser un système amortisseur 
Fig. 3.7. Variation du coefficient à un facteur Q très élevé, ce choix 
d'amortissement en fonction de y pour pouvant être lourd de conséquen- 

CIMCTENESSAMGEQUES O ces. Les amortisseurs à haute 
valeur de facteur @ risquent sous 
certaines conditions de devenir un siège de vibrations dangereuses 
à Ja suite d'excitation des oscillations de résonance parasites. Cette 
circonstance est bien connue dans la pratique de fonctionnement des 
Lurbo-alternateurs puissants et d’autres mécanismes semblables. 
Si le corps vibrant est une source d’oscillations non d’une seule 

N 


pulsation p mais de plusieurs pulsations, 2 Pns alors, en supposant. 


n= 

le système linéaire on peut lui appliquer le principe de superposition 
des oscillations. Alors, l’action résultante des oscillations du corps m 
à pulsations différentes conduira à l'application au support (à la 
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fondation) de l’ensemble de plusieurs forces dont chacune corres- 
pondra à une pulsation déterminée, c'est-à-diro 


N N > 
FE=Ù Fn= D Xon V + hp. (3.2.6) 
n=i n=1 


Mais, comme on le comprend aisément, la plus grande contribulion 
dans l’ensemble de forces agissant sur la fondation provient des forces 
varactérisées par les plus basses puisations p, comme en témoignent 
les courbes pour & (y, Q@0). Voilà pourquoi dans plusieurs cas prati- 
ques il est tout à fait suffisant de calculer et de réaliser un amortisseur 
pour la plus petite de l’ensemble de pulsations excitées dans un dis- 
positif vibrant. 

Enregistreurs. En mettant à profit les effets envisagés précédem- 
ment on peul construire certains types d'appareils pour l’enregistre- 
ment des grandeurs rapidement variables dans le temps. Ces appareils 
seront appelés enregistreurs, dans ce qui suit. 

Dans tous les types d'appareils à étudier ici il existe des rapports 
déterminés entre la grandeur à mesurer et la force (ou, souvent, le 
moment d’une force). Par exemple, dans les appareils magnéto- 
électriques, le couple magnétique fait tourner la bobine porteuse 
d'une aiguille jusqu’à ce qu’il égalise le couple agissant sur la bobine 
de Ja part du ressort de rappel. 

Soit x l'indication de l’aiguille de l'appareil due à l'effet de la 
grandeur à mesurer z (t); on peut écrire la relation évidente suivante : 
x = f(z) ou xt) = f{z(t)] qui permet de formuler les principales 
caractéristiques des enregistreurs. 

La sensibilité de l'appareil est caractérisée par le rapport Azx/Az 
qui montre combien est grande la déviation de l'aiguille de l'appareil 
lorsque celui-ci est soumis à l’action de l’unité de la grandeur à me- 
surer. 

L'erreur de l'appareil est le rapport entre la quantité Az minimale 
enregistrée ct la valeur totale z mesurée, i.c. Az/z. Un appareil parfait 
est celui qui permet de mesurer 3 ({) = Bzx(t) où 2 = const, i.e. 
ne dépend ni de la valeur z ni de x. Une caractéristique non moins 
importante de l’enregistreur est la constance de ses lectures dans le 
Lemps ou, en d’autres termes, la reproduction des résullats des me- 
sures. 

Les appareils aptes à enregistrer également les phénomènes les 
plus arbitraires n'existent pas et n’existeront jamais. Chaque appa- 
rcil apporte dans les mesures ses propres défauts que l’on peut rendre 
minimaux seulement pour la classe déterminée de phénomènes phy- 
siques ou techniques. 

Envisageons plus en détail les principales caractéristiques et 
traits particuliers des quatre classes d'appareils servant à enregistrer 
les types déterminés des phénomènes: quasi statiques, sismiques, de 
résonance, balistiques. 
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Appareils quasi statiques. Les appareils quasi statiques sont uti- 
lisés pour l'enregistrement des grandes et petites forces tant variables 
dans le temps que celles indépendantes du temps (statiques). Le 
schéma d’un tel appareil est donné sur la fig. 3.8. 

Un appareil quasi statique idéal est celui doté d'un ressort avec 
aiguille et dépourvu de masse m et de frottement z. i.e. les conditions 
suivantes ont lieu 


Imr|=0, [hr|—0. 


En outre on choisit pour le travail de l'élément élastique (ressort) 
une portion linéaire, alors du moment que sont remplies les condi- 
Lions quasi statiques on peut tenir compte des seules forces élastiques 
du système. Notons qu'on dis- 
pose actuellement des méthodes 
radio-techniques fiables d'enre- 
gistrement de très petits dépla- 
cements (jusqu’à des valeurs de 
l’ordre de 10-15 à 10-1% cm) dans 
les systèmes mécaniques macros- 
Pig. 3.8. Schéma d'un dispositif quasi. copiques. 
statique Dans la réalité, lorsqu'une 
force variable dans le temps agit 
sur un tel système de mesure à un degré de liberté on ne peut pas 
négliger les forces d'inertie ni de frottement comme on l'a fait 
précédemment. Nous allons analyser les facteurs qui contribuent ou 
empêchent au remplissement des conditions quasi statiques de notre 
appareil de mesure. 

Notons que la sensibilité statique de l'enregistreur de la force 
est égale à Ar/AF = 1/k. Supposons que l'appareil est soumis à l’ac- 
tion d'un signal sinusoïdal de pulsation p. Alors, l’appareil enregistre 
les phénomènes variables comme statiques uniquement si les con- 
ditions 


Imr|<lkrl, lhz|<lkrl (3.2.7) 


sont remplies. Îci, comme d'habitude, on peut introduire w$ -= k/m 
CL Qn = moo/h = k/o,h. Dans l'hypothèse d'une action harmonique 
ces deux conditions acquièrent la forme 


mp <k ou po, ou y «1; (3.2.8} 
hp &k, ou Y<Q@. 


Ainsi, pour que l'appareil de mesure fonctionne comme quasi statique 
il faut remplir deux conditions: y° € 1 et y € @,. Or, il est aisé 
de voir que le critère +* € 1 est rempli pour la pulsation donnée 
d'autant mieux que «, est plus élevée mais, avec l'accroissement de 
«, la sensibilité tombe étant inversement proportionnelle à #. Par 
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conséquent, les appareils quasi slatiques se caractérisent par une 
contradiction entre la condition quasi statique (sans distorsion, ou 
de précision) et la sensibilité. 

Si un enregistreur est soumis à l'action d'une force à plusieurs 
composantes de pulsations p,, Ps, . .., Pr. alors, pas toutes Îles 
composantes fréquenticlles seront « transmises » correctement, la 
condition quasi statique n'étant pas remplie pour toutes Îles compo- 
santes. Evaluons la borne supérieure de puisations des composantes 
que l'appareil peut enregistrer sans distorsions notables. Pour qu'il 
n'y ait pas de distorsion il faut que toutes les composantes fréquen- 
tielles se reproduisent avec une erreur n’excédant pas une grandeur 
déterminée donnée au préalable. 

Soit 


fe 
F(t= N F,cos(p,t+e,) (3.2.9) 
ES | 


nu: 


la force composée agissant sur l'appareil, e, étant la phase initiale 
des composantes fréquentielles de la force. 

Alors le système étant supposé linéaire appliquons Île principe de 
superposition et trouvons les oscillations propres ct forcées sollicitées 
par cetle force composée 


x (t):= Aer ôt cos (wt --1p) + 


N 
Fnlk 
+ > Va (Pat +Œn-ken),  (3.2.10) 


où À est l'amplitude initiale, #, la phase initiale des oscillations 
propres et y, = p,/@, n —= arclg Y,/(Q0 (4 — y5)). Naturellement, 
la portion initiale de l'enregistrement de l’action est altérée par les 
oscillations propres de l'appareil. Toutefois, après un court temps 
(par exemple, t == r/ô, r — 5) l'amplitude des oscillations propres 
tombe jusqu'à 1 % (e-*) de celle initiale. 

Pour que l’enregistrement de l’action soit sans distorsion il faut 
que les quantités 


ñn:-- | 


cvs ne 
an = A+ Qù LR Qu(1— Ya) 
soient approximativement les mêmes pour toutes les composantes p,. 
La condition quasi statique y, & 1 devant être obligatoirement rem- 
plie, alors lorsque y, tend vers zéro la quantité a, tend vers l'unité 
et b,, vers zéro. Pour cette raison il convient de choisir la quantité Q 
telle qu'aux valeurs de y, aussi grandes que possible la quantité 
ah diffère peu de l’unité et la quantité b,, du zéro. Certes, cette exi- 
gence ne peut être satisfaite qu'à une certaine précision finie près. 
pour une gamme de pulsations p, restreinte. 
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Sur la fig. 3.9 est donnée la variation de 1/} a, en fonction de 
Yn pour @ = 0,9. En analysant les variations de a, et de b, en 
fonction de y, on voit que pour atteindre un enregistrement peu 
altéré de l’action il faut utiliser les appareils dont la pulsation 
propre est au moins 10 fois supérieure à la pulsation p, (ya << 0,1). 
En effet, à y, = 1 , = 90°, ce qui est « priori inadmissible; 
même pour y, & 1/2 on a @, := 35 à 40°. ce qui signifie également 
une forte distorsion de la force enregistrée. 

Dans le domaine des fréquences acoustiques comme appareil 
mécanique quasi statique on pout utiliser des capteurs piézo-électri- 


Fig. 3.9. Courbe de variation de l'am- Fig. 3.10. Schéma d'un oscillographe 
plitude des composantes do fréquence à cadre 
en fonction de ÿà 


ques ayant une pulsation propre très élevée (0, Æ 10° à 107 rad/s, 
@Qo < 10; avec cela, y, € 1) ainsi que les capteurs capacitifs de 
pression. 

Les valeurs élevées du facteur Q des appareils quasi statiques ne 
conviennent pas puisque cela conduit à la durée élevée des régimes 
transitoires. 

Comme appareil quasi statique on peut utiliser aussi un oscillo- 
graphe à cadre représenté de façon schématique sur la fig. 3.10. 
L'appareil sert à enregistrer les oscillations du courant traversant 
le conducteur épousant la forme d’un cadre placé dans le champ d'un 
aimant permanent. Lorsque le cadre est traversé par un courant il 
tourne d’un angle proportionnel à la variation de courant dans le 
circuit et la déviation du rayon lumineux réfléchi par le miroir À 
tournant ensemble avec le cadre est enregistrée sur une échelle gra- 
duée (dans les appareils à cadre, &@,/27r — 10% Hz, Q, = 1 à 2). 

En ce qui concerne les phénomènes dont la loi de variation dans 
le temps peut être traduite par une fonction sinusoïdale il est, géné- 
ralement, impossible d'en évaluer la reproduction par cet appareil. 
Dans ces cas pour analyser la qualité de l'appareil on utilise la courbe 
d'enregistrement de la variation par saut de la grandeur à mesurer 
{de la force, par exemple), i.c. on analyse une fonction de réponse 
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p (t). Pour notre cas . 
p(t)=[1—%% 6-8 cos (wi + @) |, (3.2.11) 


où p est la phase initiale de la partie oscillatoire de la fonction de 
réponse, &? — @© — 6, tg @ — —6/w, Ô = h/2m. 

La fig. 3.11 illustre le caractère des fonctions de réponse normali- 
sées de l’enregistreur pour différentes valeurs du facteur Q, du système 
oscillant calculées pour une percussion unité de la force extérieure. 


Fig. 3.11. Graphiques de la réponse à la sollicitation extérieure sous forme d'un 
saut unitaire pour différents facteurs Q 


On voit sur la figure qu’en l’absence de frottement (Q; = co) l'appa- 
reil indique périodiquement l’amplitude double de la force agissante 
avec période T = 21/6 = 2x V m/k. S'il y a les pertes, le dépasse- 
ment maximal d'amplitude sur l'écart statique (en pour cent) est 
égal à © — 100 exp (—nô/w) — 100 exp (—n/V/4Q— 1). A la 
frontière des régimes oscillatoire et apériodique (Q, = 1/2) o = 0, 
mais, en revanche, T —> oo puisque w —+ 0. Donc, dans ce cas, comme 
d’ailleurs dans maints autres, il est nécessaire d'optimiser le système 
de mesure en conformité avec la classe de mesure à laquelle il est 
destiné. Si l’on s'intéresse, en premier lieu, à la précision des mesures 
de la force excitatrice il faut utiliser le système avec Q, € 1 et 
effectuer les mesures dans de grands intervalles de temps. Au con- 
traire, si l’on désire avant tout que le système de mesure soit à ré- 
ponse rapide il faut utiliser les systèmes avec Q, © 1 en y perdant 
en précision. 

Appareils sismiques. Les appareils sismiques sont utilisés pour 
l'enregistrement des déplacements. Pour déterminer le niveau de 
vibrations dans les autobus, les wagons, aux bateaux, aux avions et 
dans les systèmes analogues on a besoin d'appareils spéciaux dits 
sismiques en vertu de ce qu'ils sont tous construits selon le même 
7747 
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principe que le sismographe enregistrant les vibrations du sol. Dans 
ces appareils il se produit la mesure des vibrations d'un point du 
corps vibrant par rapport au système d’'axes immobile. Il s'ensuit 
qu'il faut choisir un tel système mécanique oscillant qui soit en 
repos dans un système de coordonnées fixe et mesurer ensuite les dé- 
placements du corps vibrant par rapport à ce système « immobile ». 

Sur la fig. 3.12 est donné le schéma du principe de la construction 
et du fonctionnement des appareils du type sismique. L'appareil 
se base sur un système oscillant comprenant une masse reliée par 
l'intermédiaire d'un ressort au 
support oscillant (fondation, sol, 
etc.). 

Si zx, désigne l’abscisse de 
déplacement de la masse par 
rapport au corps vibrant et x, 
l'abscisse de déplacement de 
l’ensemble du support (fondation) 
Fig. 3.12. Schéma de fonctionnement par rapport au système de coor- 

des appareils sismiques données fixe l'équation du mou- 
vement de la masse m de l’appa- 
reil par rapport au système de Dr lié à x se mettra sous la forme 
m A d°z 
"dt? dt3 ? 


+h +hz=m— 


où md°x/dt° est la force . 

Supposons, comme auparavant, que le support effectue les oscilla- 
tions selon la loi sinusoïdale zx = zePt; alors, après la fin du régime: 
transitoire la masse m du système oscillant effectue elle aussi des 
oscillations (x,) selon la loi sinusoïdale de pulsation p (évolution 
forcée). 

Pour que l'oscillation zx, transmette le plus « correctement » 
l'oscillation x du support (sol) il est nécessaire que x; —> x. Consi- 
dérons les conditions permettant de remplir cette exigence. Elle est 
satisfaite à l'accroissement maximal de la masse m de l’enregistreur 
et à la diminution maximale de la raideur k du ressort ainsi qu’à la 
diminution du frottement dans le système oscillant, i.e. à y > Î 
(y = p/o) et aux petites À (Q, > 1). En effet, si l’on cherche zx, 
et x sous la forme 

Ty = X.eïrt, T = zeiplt, 


alors on peut appliquer la méthode des amplitudes complexes au 


système linéaire, ce qui donne (—p? + (hk/m) jp + of) X;, = —p°z, 
soit pour le module d'amplitude 
2 v° 
USSR TR 20 (0), 
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pour la phase on a ' 


— sh = ) 

p —=arctg QU (3.2.13) 

On voit de l'expression (3.2.12) que la condition | X, | = z est 
satisfaite lorsque ®, (y) — 1. La phase de l’oscillation forcée x; 
pour y > 1, comme il découle de (3.2.13), est proche de x. Le facteur 
Q du système doit être faible (Q, = 1) (fig. 3.13) ce qui est nécessaire 
pour un amortissement rapide des oscillations propres dans le système 
(la diminution de la durée 
du régime transitoire). l4,l 

Pour les enregistreurs de 7% 
cette classe la condition d'avoir 
Ja force extérieure sans distor- 2 
sion lors de son enregistre- 
ment coïncide avec l'exigence 
de sensibilité maximale pour 
yS1 et, par conséquent, 
pour les appareils sismiques il 
n'apparaît pas de contradic- 
tion entre la sensibilité et L 
l'absence de distorsion (préci- 1 ? 3 


sion) AVE augmentation de Fig. 3.13. Courbes de variation des 
y, ce qui se produit pour les  ;mplitudes sans dimension des oscillations 
appareils quasi statiques. forcées en fonction de y pour différents 

Ainsi, si la fréquence des facteurs Q 
oscillations d’un support vib- 
rant p dépasse de beaucoup la fréquence propre «, de l’enregistreur 
l'oscillation x, (au signe près) nous communique l'information sur 
les oscillations du support vibrant auquel est rattaché le système 
oscillant enregistreur. 

Du point de vue physique le fonctionnement d'un appareil du 
type sismique peut se présenter de façon suivante. Grâce à une pul- 
sation très élevée p de vibration du support par rapport à la pulsa- 
tion propre w, la masse du système oscillant (cf. fig. 3.12) reste pra- 
tiquement immobile et forme ainsi un système de coordonnées fixe. 
Le support (sol) se déplacera (oscillera) alors par rapport à la masse m 
et on enregistrera ce mouvement relatif d'autant plus précisément 
que p est plus grande devant «y. 

Appareils de résonance. Le principe des appareils de résonance se 
base sur les particularités des lois de résonance dans les circuits li- 
néaires. Habituellement, ils sont utilisés pour mesurer l'amplitude 
et/ou la fréquence d’une oscillation sinusoïdale ou pour déterminer 
les amplitudes et les fréquences de plusieurs composantes harmoni- 
ques entrant dans la composition d’une oscillation complexe. 

La largeur de la courbe de résonance du circuit oscillant étant 
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inversement proportionnelle au facteur @, de celui-ci et l’amplitude 
des oscillations forcées à la résonance étant Q, fois plus grande que 
celle de la force extérieure, alors en augmentant le facteur Q de 
l'appareil de résonance on peut, simultanément, accroître ses sen- 
sibilité et sélectivité. Avec facteur Q élevé (Q, = 10° à 104 et plus) 
l'appareil réagit pratiquement seulement sur la fréquence sur laquelle 
il est accordé. 

Les appareils de résonance ne sont valables que pour indiquer les 

processus stationnaires dans le système. Parmi les plus typiques de 
ces appareils citons les onde- 
f mètres, les analyseurs de spectre, 

les Q-mèêtres, etc. 

Toutefois, si l'appareil est 
destiné à enregistrer les pro- 
cessus à fréquence variable on 

5 n peut y utiliser les systèmes 
z résonnants à différentes fréquen- 
ces propres doués d'un facteur 
Q pas trop élevé afin que 
l'amortissement des oscillations 
dans chaque résonateur se pro- 
duise suffisamment rapidement en comparaison du temps de va- 
riation de la fréquence enregistrée. Ce genre de fréquencemètres avec 
un jeu de résonateurs mécaniques excités par le champ magnétique 
du courant alternatif sont largement utilisés dans l’électrotechnique 
pour le contrôle de fréquence du courant alternatif technique parallè- 
lement avec les fréquencemètres numériques. 

Appareils balistiques. Les appareils balistiques servent à enre- 
gistrer les impulsions de force de petite durée ou les grandeurs qui 
en dépendent. Si un système oscillant mécanique à un degré de 
liberté et à pulsation propre w, est sollicité par une force f (t) pendant 
un temps t (fig. 3.14), alors l'impulsion de force ou la quantité de 
mouvement communiquée au corps de masse m est égale à 


Fig. 3.14. Graphique d'’impulsion de 
force 


mv (1) = | f(t)dt. (3.2.14) 


) 


Soit une impulsion de force agit sur une masse m mais on ne tient 
pas compte de l’action sur cette même masse de la force élastique du 
ressort ni de la force de frottement ; alors la vitesse v, communiquée 
par l'impulsion à la masse m est, à petites corrections près, égale à 


= | (6) dt. (3.2.5) 


0 
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Si le temps d'action + de l’impulsion de force f (t) est petit par rapport 
à la période 7 du système oscillant (fig. 3.15), i.e. T © +, ou 21/0 > 
ÿ ret si l’on admet que test beaucoup plus petit que le temps propre 
d'établissement des oscillations dans le système {, — 1/6, i.e. 
T € to, alors avec une précision suffisante on peut admettre qu'à 
l'instant { = t le déplacement , 
x de la masse m est égal à zéro 
(x & 0),et w + 0 et est déter- 
miné par l'expression (3.2.15). 
Dans les conditions précitées, 
après l'action de l'impulsion de 
la force le système oscille en tant 
que système libre à la vitesse 
initiale donnée v, et à ses para- 
mètres caractéristiques, à savoir, Fig. 3.145. Action d'impulsion de force 
l'amortissement 6 et la pulsa- sur un système oscillant 
tion propre &° —= wi — Ô?. En 
observant et en mesurant ces oscillations on peut déterminer la 
vitesse v,. La vitesse v, est donnée par la relation | 


— Vo ,-6t — À \ Lo ,-6tsi 9 46 
x (t) = ne cos (ot 5 ] = e"°tsin (ot).  (3.2.16) 
Le temps t, (un quart de période des oscillations amorties) nécessaire 
au système pour atteindre la valeur d'amplitude des oscillations 
z (t,) = a, est calculé à l’aide de la relation 


Li — Z arctg _ = _ arctg V 407 —1. 


Maintenant, en tenant compte des relations précédentes on peut 
déterminer la quantité de mouvement (impulsion) 


MU = Pma,, (3.2.17) 


où B est le coefficient de la constante balistique de l'appareil égal à 


B — nu. eût. 
S1n Of: 


En fonction de la destination de l’appareil balistique les valeurs 
de m et, par conséquent, T peuvent être choisies dans certaines limi- 
tes. Quoique la précision de l'appareil augmente avec m accru à la 
suite du meilleur remplissement de l'inégalité T > +, toutefois, 
dans le même temps, la sensibilité (proportionnelle à B) diminue de 
sorte que pour ce genre d'appareils on observe une contradiction entre 
la précision et la sensibilité. 

Si l’on évalue l'erreur maximale à la détermination de l’impul- 
sion due à la négligence de la force élastique et de la force de frotte- 
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ment sur la masse m pendant que l'impulsion de force agit sur le 
système oscillant il apparaîtra que l'erreur globale n'excède pas 1 % 
si la force f (t) possède une forme rectangulaire, T = 100tet Q, = 10. 


$ 3.3. Oscillations forcées dans un système 
conservatif non linéaire soumis à la force harmonique 


Lorsqu'une force sinusoïdale agit sur le système linéaire elle 
y fait naître, on le sait bien, un phénomène harmonique forcé à la 
pulsation de la force excitatrice et à l'amplitude qui est fonction 
des paramètres du système, de la pulsation et de la force excitatrice. 
En particulier, lorsque la pulsation de la force excitatrice coïncide 
avec celle des oscillations libres du système, celui-ci devient, en 
l'absence des pertes (i.e. dahs le cas du système conservatif), le 
siège d’un phénomène oscillatoire forcé croissant indéfiniment qui 
correspond au développement de la résonance. Toutefois, si l’on 
considère loujours un système conservatif mais non linéaire, alors 
à la suite d'un non-isochronisme possible des oscillations qui y nais- 
sent la condition de résonance se modifie à la variation de l'amplitude 
d'oscillations et l’on peut s'attendre à l'établissement d’une ampli- 
tude finie des oscillations forcées à toute fréquence de l'effet. 

Tout comme l'étude des systèmes linéaires, l’analyse des oscilla- 
tions forcées dans les systèmes conservatifs idéalisés nous fournit 
beaucoup de données de valeur sur le déroulement du phénomène 
dans les systèmes dissipatifs réels. En ce qui concerne les systèmes 
non linéaires, c’est probablement encore plus juste car pour une 
grande classe de phénomènes les facteurs principaux déterminant les 
processus forcés dans ces systèmes sont précisément les propriétés 
non linéaires des éléments et non l’amortissement, comme c'est le 
cas dans les systèmes linéaires. 

Ce paragraphe est consacré exclusivement aux phénomènes forcés. 
Voilà pourquoi nous écartons les questions relatives à l’établissement 
des mouvements forcés d'autant plus que dans les systèmes conserva- 
tifs ceux-ci se produisent de façon essentiellement différente en com- 
paraison des systèmes dissipatifs réels. Notons seulement que dans 
les systèmes réels on peut toujours choisir un intervalle de temps 
après le début de l’action à l'expiration de laquelle dans le système 
sera, pratiquement, un seul mouvement purement forcé, indépendant 
de l’état initial du système, alors que cela est impossible de principe 
dans les systèmes conservatifs. 

Même en analysant le cas le plus simple de l'effet harmonique 
sur le système conservatif non linéaire on heurte des difficultés 
sérieuses à telle enseigne qu'il est impossible de trouver des méthodes 
analytiques convenables pour le traitement de ce problème. 

Il est possible d'obtenir la solution de l'équation non linéaire 
du second ordre décrivant un système oscillant conservatif non linéai- 
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re à un degré de liberté sollicité par une force extérieure périodique 
en la cherchant sous la forme d’une série de Fourier à la pulsation 
principale égale à celle de la force excitatrice 
N 
z= }) [(an cos (nr pt)+b, sin (n pt)] 


n=1 


où p est la pulsation de l'excitation. 

Alors ayant substitué la série à grand nombre de termes dans 
l'équation initiale il est possible par des calculs trigonométriques 
appropriés de dégager un système d'équations algébriques pour dé- 
terminer les coefficients a, et b,. Cette technique permet en principe 
d'obtenir les coefficients a, et b, et d'établir leur dépendance entre 
les paramètres du système et le caractère de la force excitatrice, que 
l’on peut développer en série de Fourier avec les composantes de pul- 
sations p, 2p, Sp, ... 

Or ce chemin est très encombrant et compliqué et rares sont les 
<as où l'on arrive en le suivant à résoudre exhaustivement le pro- 
blème, de plus, de nombreuses particularités essentielles du compor- 
tement des systèmes conservatifs non linéaires soumis à l’action pé- 
riodique extérieure ne deviennent pas évidentes d'une manière 
indubitable. Ces raisonnements nous obligent d'exposer certains cas 
particuliers et des techniques particulières permettant de mettre en 
relief les côtés les plus caractéristiques du phénomène étudié. 

Soit le système conservatif non linéaire le plus simple décrit par 


l'équation x — Î (x). Lorsqu'il est sollicité par une force harmonique 
P cos (pt) l'équation de son comportement se met obligatoirement 
sous la forme 


z — f(x) = P cos (pt). (3.3.1) 


On déduit des considérations générales que la solution forcée doit 
avoir la même période que la force excitatrice et contenir la compo- 
sante a cos (pt). 

En admettant que le système ne s’écarte pas trop de celui linéaire 
et cette composante à pulsation coïncidant avec celle de la force 
excitatrice domine dans l'expression générale traduisant l'évolution 
forcée on prendra en première approximation la solution x = 
— & COS (pt). 

On en tirera des conclusions dont les plus intéressantes seront, 
bien entendu, celles concernant l’amplitude a de cette évolution car 
il est parfaitement évident que les particularités de la forme de l’évo- 
lution réelle sont ici omises, tout simplement. 

Si l'on cherche la solution forcée sous la forme x = a cos (pt) 
l'équation (3.3.1) se présentera comme 


—p'a cos (pt) — f (a cos (pt)) = P cos (pt). (3.3.2) 
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Comme elle doit être satisfaite quelles que soient les valeurs des 
arguments, il est alors nécessaire d'exiger que 


—f (a) = P + pa. (3.3.3) 
Il est commode d'obtenir la solution de cette équation sous une forme 
graphique (fig. 3.16). En construisant la fonction z — —f (a) et la 


droite z — P + p?a on obtient au point de leur intersection la solu- 
tion cherchée a, i.e. l'amplitude de la solution sinusoïdale approchée. 


0 ou? pt 


Fig. 3.16. lDétermination graphique Fig. 3.17. Variation de l'amplitude des 
de l'amplitude des oscillations for- oscillations forcées en fonction de la 
cées dans un système non linéaire pulsation excitatrice dans un système 
avec çune {force de rappel « rigide » 

non linéaire 


Pour différentes P et p°, c’est-à-dire, pour différentes amplitudes et 
pulsations excitatrices on peut trouver des valeurs de a, tracer les 
courbes correspondantes a (p) pour P différentes, en d’autres termes, 
construire un certain analogue des courbes de résonance pour la 
résonance dans les systèmes linéaires. Le graphique de la fonction 
Ï (a) représenté fig. 3.16 est caractéristique pour une force élastique 
« rigide ». [1 convient de noter premièrement que f (0) = 0; deuxièe- 
mement que la force élastique est antisymétrique, c'est-à-dire 
f (—a) = —f (a); troisièmement que pour les petites amplitudes a 
le système est proche de celui linéaire et, quatrièmement, —f (a) > 0 
en vertu de la force de rappel. 

Pour f (a) ayant l'allure montrée sur la fig. 3.16 ces courbes a (p} 
ont la forme représentée sur la fig. 3.17 où l’on voit trois de ces cour- 
bes correspondant aux trois valeurs P (P, > P, > P;). Pour P =0 
on obtient la courbe tracée en traits interrompus, elle correspond 
à Ja pulsation propre des oscillations libres w du système en question 


$ 43.3] OSCILLATIONS DANS UN SYSTEME NON LINÉAIRE 105 
— 


pour différentes amplitudes et est appelée courbe de squelette. En 
analysant le caractère des courbes de résonance obtenues on remarque 
qu'à la pulsation excitatrice p inférieure à la pulsation des oscilla- 
tions libres w,, il se produit toujours dans le système un mouvement 
oscillatoire univoquement défini avec l'amplitude dépendant des 
grandeurs P et p. Si au cours de sa variation p devient supérieure 
à ©, alors à partir de la valeur p > &, il peut se créer, outre le mou- 
vement déjà existant auparavant, encore deux processus oscilla- 
toires aux amplitudes différentes. Parallèlement, l'amplitude de 
l'évolution forcée primitive continue à croître avec p (domaine À} 
tandis que les amplitudes des deux nouvelles solutions qui viennent 
de naître varient de telle sorte que l’une d'elles augmente avec 
l'accroissement de p (domaine C) et l’autre diminue (domaine B). 
La ligne de séparation de ces domaines est représentée en trait 
interrompu mixte sur la fig. 3.17 ; elle passe par les points des courbes 
d'amplitude avec les tangentes verticales. Ainsi, si pour une ampli- 
tude donnée P de la force excitatrice sa pulsation p varie des petites 
valeurs aux valeurs aussi grandes que possible et inversement, on 
obtient une solution univoque correspondant à l’une des branches 
de la courbe de résonance dans le domaine À. Notons qu'ici on ne 
s'intéresse qu’à la valeur absolue de a sans tenir compte du signe de 
l'amplitude lié à la variation éventuelle de la phase de x. Soulignons 
seulement que les oscillations dans les domaines À et B pour une 
même amplitude de la force extérieure P sont en opposition de phase 
de x. 

Si, par ailleurs, on suit le comportement de l'amplitude du mouve- 
ment forcé depuis les grandes valeurs de p on se déplacera le long 
de la branche de la courbe de résonance dans le domaine B dans le 
sens des p décroissantes et vers a croissante jusqu'au point où la 
tangente à la courbe de résonance devient verticale. La diminution 
ultérieure de p ne peut conduire qu’au saut de l'amplitude de l'oscilla- 
tion forcée a sur la branche de la courbe dans le domaine À et à la 
variation ultérieure de a en conformité avec la forme de cette portion 
de la courbe de résonance. Ainsi, nous n'avons pas découvert la 
marche naturelle de l’évolution lorsque le système se serait trouvé 
sur la branche de la courbe de résonance dans le domaine C. Cela 
s'accorde avec le fait que l'analyse rigoureuse des particularités 
de tous les trois types de solutions rend évidente l'instabilité des 
mouvements appartenant au domaine C par rapport aux variations 
des paramètres aussi petites qu'elles soient. 

Certes, il serait illusoire d'accorder trop d'importance aux con- 
clusions sur les oscillations forcées aux grandes a et écarts notables 
de p par rapport à w,, le mouvement réel dans ces conditions pouvant 
fortement différer de celui sinusoïdal si bien que les hypothèses 
servant de base à la construction de l’image des courbes de résonance 
deviennent inapplicables, sans parler des écarts provenant du rem- 
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placement du système réel par le système conservatif. Toutefois, si 
on laisse de côté le comportement du système réel à l'augmentation 
de p accompagnée d’accroissement de l'amplitude a jusqu'à de gran- 
des valeurs dans le domaine À, on sera en mesure d'’éclaircir les 
particularités très caractéristiques des phénomènes de résonance 
dans les systèmes non linéaires. 

Représentons une courbe de résonance pour une certaine amplitu- 
de d’excitation donnée P = const sur une figure isolée (fig. 3.18) 
et dégageons les particularités 
suivantes. Premièrement, l’ab- 
sence d’une amplitude a crois- 
sant indéfiniment si p coïncide 
avec &p, Ce qui découle du non- 
isochronisme des oscillations 
g dans les systèmes non linéaires. 

Deuxièmement, l'ambiguïté de 
r uw? p? pt déroulement des phénomènes en 
fonction du sens de variation de 

Fig. 3.18. Courbe de résonance pour Ja pulsation d'excitation. 
jé) +. Te D linéaire Avec l'accroissement de p à 
partir des petites valeurs l’am- 
plitude a augmente de façon 
monotone. Lorsque p diminue depuis les valeurs élevées vers «, la 
grandeur a croît d'abord de façon monotone, puis, au point p'* elle 
fait un saut et puis diminue, et lorsque p augmente on observe un 

accroissement monotone de l'amplitude. 

On verra dans ce qui suit qu’une analyse plus exhaustive du pro- 
blème met en évidence un second saut de a qui correspond au transfert 
de a avec l'accroissement de p de la branche À à la branche B mais 
dans le domaine des valeurs de p dépassant les valeurs caractéristi- 
ques pour le saut de B à À. 

Traitons maintenant le même problème par une méthode d'appro- 
ximation d'équilibre harmonique. 

Pour le système étudié soumis à une excitation harmonique on 
utilisera l'équation (3.3.1). En se donnant la solution harmonique 


x = a cos (wt) + b sin (wt), (3.3.4) 
on obtient pour P = 0 


1a| 


Pa const 


— a%° cos (ot) — bw* sin (ot) — f (a cos (wt) + 
+ b sin (œwt)) = 0 (3.3.5) 


nr (a cos (wt) + b sin (wt)) est une fonction périodique de période 
r/o. 


Si l'on développe —f (x) en série de Fourier il est évident que 
seuls les termes comportant cos (ot) et sin (wt) et combinés avec z 


-$ 3.3] OSCILLATIONS DANS UN SYSTÈME NON LINEAIRE 407 
sont identiques à zéro comme l’équation (3.3.5) l'exige. Les termes 
aux composantes harmoniques supérieures ne sont pas compensés, 
ce qui découle de façon naturelle de l'hypothèse faite à propos de 
l'harmonicité de la solution cherchée. 

Donc, si l’on représente la fonction sous la forme de la série 


-— f (a cos (wt) + b sin (wt)) — 


= &, cos (wt) + B, sin (wt) + Ÿ &, cos (wAt) + S B,sin(w,t), (3.3.6) 
2 n=2 


alors, en négligeant &, et B, pour 7 > 2 on peut écrire 
(&) — aw°) cos (wt) + (B, — bw°) sin (wt) = 0. (3.3.7) 


Notons que le terme constant dans le développement de Fourier de 
la fonction — f (x) doit être égal à zéro comme cela découle de l’es- 
.sentiel même du problème. 

On obient de l’équation (3.3.7) deux conditions 


ao = Qi, bo* = f;. (3.3.8) 


Pour les oscillations libres les deux équations sont complète- 
ment identiques car en vertu de l'arbitraire du choix de l'origine 
-des temps la valeur x peut tout aussi bien être exprimée par 
cos (wt) ou sin (ot) ou par leur combinaison. Les coefficients &, et B, 
:se calculent à l’aide des relations pour les coefficients de Fourier 


+7/0 
= { (a cos (wt) + b sin (wt)) cos (wt) dt, 
7/0 
+r/o 
Bi = —+ \ f (a cos (wt) + b sin (wt)) sin (wt) dt, 
3/0 
‘ou autrement, 
+x 
Œy = + f(acost+bsin+t)cost dr, 
. (3.3.9) 
B, = + ( f (acos T+bsint)sin td, 


nn 
‘OÙ T = O6. 
Utilisons la relation (3.3.8) pour déterminer la pulsation des oscil- 
Jations libres 
+7 
&? = __—. \ f (a cos rt + b sin +) cos t at, 


-x 
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soit 
+7 
@? — _— ( Î (a cos t + b sin +) sin + dt. (3.3.10): 


A 


Pour une forme donnée de la fonction f (x) on peut en procédant à une. 
intégration correspondante trouver w en fonction de l’amplitude. 


Par exemple, pour les conditions initiales t = 0, x = a, x =0 on 
obtient x = a cos (wt), b = 0 et l’on se sert alors de la première des. 
relations (3.3.9). 

Soit en guise d'exemple — f(x) = wir + ewir. Alors 


— f (a cos t) = wa cos t + ewia* cost, 


soit 
— f (a cos T) cos t = wa cos? + + ewfa$ cosé t — 
= (5 @ÿa ++ ewÿas) + (5 @$a + - euÿas) COS 2T + à ewfas COS 4T. 

L'intégrale est égale à 

+7 

1 2 3 2,3 2 

( f (a cost) cos t dt = (5 @ja + > EUGa ] 4 

7 
et l'expression de la pulsation non isochrone prend la forme 

2 3 
w?= wÿ (1++ea2). (3.3.14). 


L'expression trouvée de la pulsation des oscillations libres diffè- 
re quelque peu de l'expression (1.4.18) découlant de la méthode des. 
approximations successives pour un circuit à capacité non linéaire. 
Toutefois aux termes à des puissances supérieures à 3/4 ea* près, 
ces deux expressions se ramènent l’une à l’autre et la différence sen- 
sible à des valeurs pas trop petites de ea“ est due à ce que dans la 
méthode des approximations successives on utilise non pas une solu- 
tion harmonique pure mais on tient compte des harmoniques supé- 
rieurs (troisième, par exemple). 

Pour d’autres types de non-linéarité on obtiendrait, évidemment, 
d’autres expressions de la pulsation des oscillations libres du systè- 
me non linéaire pour les amplitudes finies d'oscillations. Ces rela- 
tions donnant la variation de la pulsation des oscillations libres en 
fonction de leur amplitude fournissent une expression mathématique 
approchée de non-isochronisme du système en question. Les exemples. 
cités relatifs à la capacité non linéaire font ressortir que l’accroisse- 
ment de l'amplitude des oscillations fait croître la valeur efficace 
de sa « rigidité », i.e. diminue la valeur efficace de la capacité. Un 
tel système « rigide » se caractérise, conformément aux expressions. 
obtenues, par l’augmentation de la pulsation des oscillations avec 
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l'accroissement de leur amplitude, c'est-à-dire, avec l’augmenta- 
tion de la réserve d'énergie oscillatoire fournie au système. 

Il est évident que pour la dépendance inverse entre la rigidité du 
système et l'amplitude des oscillations, i.e. en cas d’une diminution 
de cette grandeur (l'accroissement de la valeur efficace de la capaci- 
té du système oscillant électrique) avec la croissance de l’amplitude 
des oscillations on aura la diminution de la pulsation des oscilla- 
tions libres à la croissance de leur amplitude. Une telle loi est facile 
à établir si l’on pose & << 0 dans 
les expressions d'approximation 
les propriétés non linéaires du 
système. Alors les relations cor- 
respondantes traduisant les pro- 
priétés non isochrones du système 
permettent de formuler la loi de 
la diminution de la pulsation w 
avec l'accroissement de l’'ampli- 
tude, c’est-à-dire avec l’augmen- 
lation de la réserve d'énergie 
totale oscillatoire fournie au 


système (fig. 3.19). 
Soulignons une fois encore 
que les expressions obtenues tout 


Fig. 3.19. Graphiques de variation de 
la pulsation d'oscillations propres avec 
augmentation de l'amplitude pour les 


comme la méthode de calcul systèmes doux et rigide 


utilisée sont approchées et utiles 

pour les seules valeurs de & assez petites et, donc, plus e sont petits 
plus grandes sont les valeurs des amplitudes pour lesquelles sont 
valables les calculs et les relations obtenues. Le critère pour une 
telle estimation est donné par l'inégalité 


| ea° | & 1. (3.3.12) 

En revenant au problème analysé considérons maintenant le 
cas de l’action d’une force extérieure sur le système, i.e. P 0. 
En cherchant alors la solution à la pulsation de la force extérieure 
dans l’approximation choisie posons 


x —= a cos (pt) + b sin (pt) (3.3.13) 


et introduisons la désignation pt = t. Il vient de l'équation (3.3.1) 
— ap* cos Tt — bp* sin t — f (a cos t + b sin tr) = P cos +. 


En négligeant les harmoniques supérieurs du développement de Fou- 
rier on obtient deux équations 


da — ap =P, fi — bp = 0. 


(3.3.14) 
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Ici, comme auparavant, 


+ 
= —+ | f (a cos + + b sin +) cos + dt, 
u 
0, —+ \ Ï (a cos t + b sin +) sin + dt. 
7 


En utilisant la relation (3.3.8) on trouve 
aw* — ap? = P, bow* — bp* = 0, (3.3.15} 


où, comme auparavant, w est la pulsation des oscillations libres dans. 
le système pour l'amplitude donnée. Les relations (3.3.15) étant va- 
Jables quelles que soient p et w, la seconde équation ne peut être rem- 
plie que si b = 0. La première 
équation (3.3.15) fournit alors 

P 


LG pi Ù 


où, comme indiqué, w*° est fonc- 
tion de a. Le changement de 
signe du dénominateur signifie 
que la phase de l'oscillation 
x = a cos t change de n, i.e. 
de 180°. 
Sous cette forme l'analyse des 
propriétés de résonance s'avère 
, , assez difficile. Pour cette raison 
a cr Ma 2 considérons la dépendance entre 
rappel non linéaire: p°=@(a) +P/|a| Pet a. 
Si pour le système donné on a 
une dépendance entre w et a défi- 
nie et déjà calculée il est possible de construire la courbe w° (a), 
puis, en se donnant diverses valeurs de + a de trouver les valeurs 
de p* qui leurs correspondent et d’après les points calculés de tracer 
les courbes de résonance pour diverses P. Ainsi, on peut construire 
et étudier le comportement des courbes de résonance du système en- 
visagé et obtenir les mêmes particularités de l'évolution des oscilla- 
tions forcées que celles indiquées précédemment (fig. 3.20). 


$ 3.4. Analyse approchée du fonctionnement du 
multiplicateur de fréquence à capacité non linéaire 


Le paragraphe précédent a été consacré à l’étude des oscillations 
excitées dans un système conservatif faiblement non linéaire par une 
action sinusoidale extérieure. La définition d’une faible non-linéari- 
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té dans notre interprétation se base sur la proximité du processus oscil- 
latoire étudié de celui correspondant se déroulant dans un système 
linéaire. Pour cette raison, comme on’a précédemment indiqué, mè- 
me pour les systèmes conservatifs essentiellement non linéaires on 
arrive, dans la plupart des cas *) à trouver un tel domaine des ampli- 
tudes d’oscillations libres ou forcées où l’on réussit à décrire les phé- 
nomènes avec une précision requise par la méthode d’approximation 
harmonique. Toutefois cette restriction exclut la considération de 
plusieurs particularités des évolutions oscillatoires dans les systèmes 
non linéaires. 

En effet, les raisonnements qualitatifs généraux montrent clai- 
rement que dans un système non linéaire soumis à une action sinusoiï- 
dale le processus forcé n’est pas purement sinusoïdal et comporte 
des composantes harmoniques de hautes pulsations, multiples de la 
pulsation excitatrice. 

Ces composantes harmoniques supérieures sont assez faibles tant 
que le système pour l'amplitude donnée est faiblement non linéaire, 
mais elles croissent à mesure que l’amplitude des oscillations forcées. 
croît. Si la pulsation de l’une des composantes harmoniques dues à 
la non-linéarité est proche de la pulsation propre des oscillations du 
système, l’amplitude de cette composante peut augmenter sensible- 
ment. En définitive, une force excitatrice harmonique initiale peut 
produire un processus oscillatoire résultant très différent de celui si- 
nusoïdal, caractérisé par un brusque accroissement de l'amplitude 
des composantes dont les pulsations se situent dans le domaine de la 
résonance. Avec cela, naturellement, le type des lois non linéaires 
(type de non-linéarité) influe essentiellement sur le caractère éven- 
tuel du processus résultant. 

Cette propriété des systèmes non linéaires est mise à profit dans 
les multiplicateurs de fréquence qui, grâce à un système non linéaire 
dûment choisi, sollicités par une excitation harmonique (ou proche 
de celle-ci) produisent des oscillations d’une forte amplitude avec 
des fréquences multiples de la fréquence excitatrice. Ces multipli- 
cateurs de fréquence dotés de bobines d'inductance à noyaux ferro- 
magnétiques, de condensateurs ferro-électriques ou d’autres élé- 
ments non linéaires permettent de générer une multiplication de fré- 
quence, efficace du point de vue énergétique de 3. 5 fois et plus dans 
un élément. La fonction approximant les caractéristiques non li- 
néaires des bobines et condensateurs correspondants étant impaire, 
il vient que dans les dispositifs énumérés on ne peut s'attendre qu’à 
une multiplication de fréquence par nombre impair de fois. 


._. *) En font l'exception les cas où la fonction décrivant les propriétés non 
linéaires du système a une singularité au point « — 0 et ne peut pas être dévelop- 
pée en série de puissance à nombre fini de termes au voisinage de ce point. 
Lac ces systèmes, notons, par exemple les systèmes mécaniques jouissant. 
eux jeux. 
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Pour un calcul approché convenable de tels processus il est ration- 
nel d'utiliser les techniques élémentaires suivantes. En partant 
d’une loi non linéaire connue (obtenue expérimentalement, par exem- 
ple) déterminant les propriétés du système, il faut choisir son appro- 
ximation mathématique. L'apparoximation polynomiale s'avère la 
plus commode. La puissance la plus élevée du polynôme d’approxi- 
mation est à choisir en se basant sur les conditions de la précision 
requise de l’approximation de la loi physique réelle et sur l’interval- 
le utilisé de valeurs des variables et, ce qui est le plus important, sur 
le facteur de multiplication de fréquence attendu. On peut tout sim- 
plement choisir la puissance supérieure du polynôme égale au numéro 
de l’harmonique donné de l’action harmonique. On suppose que la 
fréquence propre du système est proche de celle de cet harmonique 
et l’on établit l'équation du système. On cherche la solution sous 
forme d’une somme des composantes de pulsations p, 3p, 5p, np, 
où rx est le facteur de multiplication. En substituant la solution pro- 
bable dans l'équation du mouvement (3.3.1), développons la fonc- 
tion non linéaire f (x) en série de Fourier de pulsation p en partant de 
la pulsation fondamentale jusqu'aux termes de numéro »#. Les expres- 
sions obtenues permettent de composer le système de r équations 
pour déterminer les amplitudes. Comme il a été précédemment indi- 
qué, tout en étant général ce procédé conduit aux calculs très ardus 
et ne peut être efficacement appliqué qu'à des cas particuliers. 

Traitons par exemple les oscillations dans un système conserva- 
tif non linéaire avec condensateur ferro-électrique soumis à l'effet 
harmonique d'une amplitude assez grande, la fréquence propre des 
petites oscillations libres du système étant proche de la triple fré- 
quence d’excitation (tripleur de fréquence). L’équation dans ce sys- 
tème se met sous la forme 


LE +uc=P,c0s (pt), (3.4.1) 


où P, cos (pt) est la force extérieure. 

Soit uc —= (1/Co) (q + eg), ce qui s'accorde bien avec les lois 
expérimentales pour les condensateurs ferro-électriques des divers 
types. Alors en introduisant les désignations 1/LC, = of et P,/L = 

— P on obtient 


FE + où (g + eg%) — P cos (pt. (8.4.2) 


En introduisant une nouvelle échelle de temps, t = pt, présentons 
cette équation sous la forme 


p°g + &? (g + eg) = P cos +. (3.4.3) 
De cette manière nous avons obtenu l'équation déjà connue du type 
p°q + f(g) = P cos (x) (cf. (3.3.1). Mais, dans ce cas, compte tenu 
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de la spécificité du problème on eherchera sa solution sous la forme 
d'une somme de deux composantes 


q = d COS T + 43 COS àT, (3.4.4) 
et l’on aura alors 
g = — a, cos t — Ja, cos àT. 


En laissant dans le développement de f (q) en série de Fourier seuls 
les termes avec cos Tt et cos 3Tt et posant approximativement 
— f (qg) = à cos t + &, cos 3Tt on obtient le système de deux équa- 
tions 


ee p°@ +- Œ: =— P, ———. 9p*a; + Œn — 0, (3.4.5) 


OÙ di = Of (Gi, Gs), Gs == @fe (aie as) : 
Pour le type de non-linéarité de f (q) = «w5œ (q) = w (q + ed) 
on a 


3 a din 3  . 
A = Of (a, + Eda; + 7 Eds +7 ai) : 


: | 3. 3 (3.4.6) 

da — W, (as "+7 ea, + 3 Edias + Tea) . 
Pour les oscillations libres du système à non-linéarité (P = 0) on 
obtient les équations 


— da + —=0, — Joa, + as = 0. (3.4.7) 


Ici, w est la pulsation de base des oscillations libres du système 
non linéaire qui a remplacé la pulsation p qui a été donnée par l’ac- 
tion extérieure. Le dernier système fournit deux relations w° = @,/a;, 
wo — 43/9a, dont on tire la relation entre a, et a, : 


&/a = 3/90, (3.4.8) 


et pour les conditions initiales données, la forme des oscillations, i.e. 
les amplitudes relatives des oscillations libres de pulsation de base 
et du troisième harmonique; la pulsation de ces oscillations esl 
donnée par la relation &° = «,/a, ou par o* = a3/9a,. 11 est aisé 
de voir que la pulsation de ces oscillations libres sera égale à 


o= wo (14 +eai+ Éeaa; + Feat) . (3.4.9) 


On constate que © ne se distingue de wi que d’une valeur de l'ordre 
de &. 

Il on est tout autrement s’il y a sollicitation (P 0). La pulsa- 
tion des oscillations excitées sera alors donnée par l'effet extérieur. 
Dans le cas considéré la pulsation w, est proche de 3p. 11 en résulte 
que la relation entre les amplitudes de l’oscillation de base et de 
son troisième harmonique doit être tout à fait différente. 


8-77 
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Pour calculer.a, et a; on à le. système it 
—p'a + = P, —9pa; + as = (3.4.10ÿ 
‘En substituant dans Ja’ première équation wa, à & où w? est 
toujours le carré de la pulsation des oscillations. libres. du: système, 
non linéaire on obtient —p'a, + w°a — P. d'où a, = P/(@* — p°). 
Comme © Æ &@9 (à la valeur de l'ordre-de € près), et «w, = 3p, 
alors sans commettre une erreur notable on peut remplacer. CE ‘par 
w; et obtenir Aexpreesion | Te ee 
VS _  __— j à GAAN 
0 —P #) 
d'où & — P/8p° avec le même degré de précision. ’. 
Pour déterminer a, servons-nous de la relation — — 9p’a, + Ga = 
— = 0; alors 4 


— 9pte, + 0 Les a+ à 3 as + à PE De Pre 


w 


% 


En introduisant le désaccord relaii E défini par 
Op; — 4 + Ë&, RE (3.4.13) 


on obtient de la relation (3.4.12) l'équation de ee degré en 
a: ere .. ! . Rs | 
} Û . 


+ eas+ (5 sa —#) a+ + ea; 0. 


En posant, £ = eA on a:. ,: | ie 
+ a? ? + Däs De = 0, mea : + (3.4.14ÿ€ 


où D = 2a — V,A, .é nr: 

L' analyse graphique de l’équation obtenue permel ‘a établir les 
particularités qualitatives de l'amplitude de l'oscillation de Ja pul- 
sation triple: da Conférons. à l'équation -(3.4.14) la forme .a.—, 
= —Da; — € et traçons le graphique du premier et: du second 
membre de cette équation en fonction de as. , ; 

La valeur € = !/,a* > 0, puisque a, est toujours supérieure à. 
zéro pour © Æ SP: La valeur de- À influe sur la pente de la droite: 
z = — Da, — # de telle sorte qu’il se forme des points d’intersec- 
tion différents (un, deux ou trois) de cette ‘droite avec la parabole 
cubiqué z — a} (fig. 3.21) qui correspondent aux solutions de l’ équa- 
tion étudiée. La forme approchée des courbes représentant la varia- 
tion de la valeur absolue de l'amplitude | a, | de À est donnée à la, 
fig. 3.22. Lorsque A" = %/,a° = À on a D = 0 si bien que l’amplitu- 
de |al=a/%3. | ds j 

Ces courbes de résonance non linéaire pour un système rigide mon- : 
trent que.pour.avoir une.amplitude de pulsation triple 3p notable, 
c'est-à-dire pour avoir]. une multiplication. de fréquence efficace il : 


3 


LA 
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faut placer le régime deitravail du sÿstème‘dans un'domaine des désac- 
cords suffisants (£ ou A). Ce n'est que dans ce cäs,.étf régime d'oscil-' 


lations propres la’ branche À (cf.'fig.13.22), l'amplitude des oscilla- 
tions deipulsation triple-peut devenir'assez grandd. On arrive à ra- 
mener Je système dans uh: tel régime soit par ‘nn ehoïix ppproprié'des 


Lu 


conditions initiales, soit par une variation progressive ‘du désaccord : 
’ l . ie : sn | ‘ 


RE t ‘4 ( ( hf ‘1 


LE 1 is rec. Le 
ns b : | U 4. " HAE EE ot 1, Se 
Fig. 3.21. Construction ‘graphique Fig. 3.22: Représentation graphique : 
pour déterminer l'amplitudede l'oscik j;de l'ampliéude . do Voscillation de 
lation de fréquence. triple::.. fréquence triple dans un système à 


non-linéarité rigido 
sui LV 


. ., 
Î , #_ < L 


RE de et. , ù ., EME get ie note 
(en partant, pär exélnple, de la valeuti initiale Eæ A 4 0, c'est-à-di- 
re de la condition‘o, = 3p). “1 ‘’: "7 RE : 


Une circonstance biert éaräctéristiquo'est à noter: le fonctionne- 
ment efficace "du multiplicatenr dé fréquence du type donné du systè- 
me dont la rigidité’croît avec l’atcroissement de l'amplitude riéces- 
site l'existence d’hri désacéord déterminé correspondant à 3p =>" «. 

L'analyse de ce'problème'bn tas tonservatif parfait conduit aussi 
aux conclusiôns bien importantes: l'éventualité d'existence: dé diffé- 
rents régimes d’oscillations: de ‘fréqueñice triple {branches À et 2 


sur'là fig. 3.22) et la dépendance du régitne stationnaire ‘des condi- 


tions initiales et de l’« histoiré'» du système. Ce träit' particulier est 


; N AU Wa S Ù e 17 £ 
analogue aux propriétés correspondantes’'de la résiüriance, considérée 


au paragraphe'prééédent dans uh sfÿ$stème ‘non linéaire soumis à un 
effet de fréquence prüche d’une fréquence propre des oscillations du 


système, mais dans l'exemple envisagé il sè mañifeste pour le troi- 


sième harmonique dé'l4 force d'excitationf harmonique. 


: La’ népligeticetadoptée de.l’'amortissemént: du:systèmo a favorisé 


&” 
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Ja possibilité d'un accroissement illimité de a, avec l'accroissement 
de À (cf. fig. 3.22). Evidemment, cette conclusion est injuste et la 
prise en considération des pertes doit modifier le déroulement du 
processus surtout dans le domaine de grands A. L’accroissement de 
À à partir des petites valeurs amène la transition de l'état stable du 
système de la branche À à la branche B de la courbe de résonance (cf. 
fig. 3.22), alors que la possibilité d’accroissement de | a, | grâce au 
choix d’une valeur suffisamment grande de désaccord A est limitée 
par la valeur optimale de cette quantité (A,.:). 

L’accroissement de l’amplitude de la force P entraîne la croissan- 
ce de la valeur | a, | pour un désaccord choisi. Cela découle de l’ana- 
lyse des racines de l’équation cubique (3.4.14) et de son interpréta- 
tion graphique, puisque la quantité a, avec un grande degré de pré- 
cision est proportionnelle à P. 

Il est intéressant de noter que dans notre étude la valeur | a, | 
avec P, p et w, données croît avec la diminution de €, i.e. du paramè- 
tre caractérisant la non-linéarité du système. Cela s'explique de la 
façon suivante. La diminution de e lorsque p et w, sont données en- 
traîne l’augmentation de A et, par conséquent, le mouvement suivant 
du système le long de la branche À vers à, croissant, la diminution de 
e provoque en mème temps l'accroissement de la pente de la branche 
A, ce qui accélère encore l'accroissement de | a, |. 

Ce résultat est assez compréhensible du point de vue physique 
car bien que la diminution de & s'accompagne de la diminution du 
« poids spécifique » des composantes harmoniques au cours des oscil- 
Jations forcées du système dans un domaine exempt de toute résonan- 
ce, en revanche, la diminution de la non-linéarité amène un accrois- 
sement plus rapide de l'amplitude du troisième harmonique dont la 
pulsation se situe au voisinage de la pulsation propre du système. Nous 
considérons le cas conservatif parfait où l'amplitude d'une composan- 
te harmonique aussi petite que soit due à la non-linéarité du système, 
peut atteindre une grande valeur si la fréquence de cette composante 
est suffisamment proche de la fréquence propre du système. 

Il est seulement à noter que dans ce cas il y aura l’augmentation 
du temps d'établissement des oscillations stationnaires de fréquence 
multipliée. Dès le début nous avons négligé l'influence de l'amplitude 
du troisième harmonique sur la valeur de a,. Il est évident que la 
prise en considération des pertes doit fondamentalement modifier les 
particularités indiquées ci-dessus. En effet, la décroissance de l’am- 
plitude du troisième harmonique à la diminution de la non-linéarité 
correspond à la réduction d’une partie correspondante d'énergie, alors 
que les pertes sont supposées indépendantes des propriétés non linéai- 
res du système. Cette dernière circonstance modifiera sensiblement 
le caractère de la variation de l'amplitude du troisième harmonique 
en fonction du degré de non-linéarité du système. 

Toutefois, les conclusions qui n'ont pas besoin d’une correction 
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notable en présence d'amortissement et ont été obtenues en cas con- 
servatif parfait, sont bien fondamentales et fournissent beaucoup de 
renseignements de valeur sur le fonctionnement des systèmes d'im- 
portance pratique des mulliplicateurs de fréquence sans éléments 
actifs. 


$ 3.5. Méthode d’approximation harmonique utilisée 
pour l’étude des oscillations forcées dans 
les systèmes dissipatifs faiblement non 
linéaires soumis à l’effet harmonique 


On a indiqué précédemment qu'il est quasiment impossible de 
choisir une méthode unique efficace pour l'analyse des oscillations 
forcées dans un système dissipatif non linéaire avec une non-linéari- 
té arbitraire et une dissipation quelconque en présence d’une force 
extérieure de forme arbitraire. C’est pourquoi il faut tout d’abord 
restreindre notre étude par le cadre des types de sollicitations déter- 
minées. 

Adressons-nous au cas particulièrement important de l'effet har- 
monique et, de toute la variété de systèmes dissipatifs non linéaires 
à un degré de liberté, choisissons les systèmes faiblement non linéai- 
res dans lesquels les oscillations forcées excitées par cet effet sont éga- 
lement proches des oscillations harmoniques. L'exigence de la peti- 
tesse de la dissipation n'est pas tellement rigoureuse, mais puisque 
nous nous intéressons essentiellement aux systèmes à propriétés oscil- 
latoires nettement exprimées et non apériodiques, nous allons nous 
limiter, dans notre étude, aux cas de petits amortissements (petite 
dissipati3n). 

Compte tenu de toutes ces clauses on peut formuler le problème 
de la façon suivante: il faut trouver les paramètres (amplitude et 
phase) d'une oscillation approximativement sinusoïdale excitée. 
dans un système oscillant faiblement non linéaire à petit amortisse- 
ment lorsque la force excitatrice sinusoïdale est donnée. Ce genre de 
problème apparaît non seulement à l’étude des systèmes mécaniques, 
mais aussi lors de l’analyse des divers circuits oscillants dans les 
dispositifs radio-techniques en présence des éléments dissipatifs non 
linéaires (dispositifs à semi-conducteur, tubes électroniques), et en 
cas d'utilisation des matériaux ferromagnétiques ou ferro-électri- 
ques dans les bobines d’inductance et les condensateurs de ces cir- 
cuits. 

Notons aussi que l'introduction d’une force soumise à une loi 
temporelle donnée telle que la force sinusoïdale, par exemple, aisé- 
ment réalisée dans les systèmes électriques est bien difficile à utiliser 
dans les systèmes mécaniques. En effet, à l’aide de dispositifs appro- 
priés (à l’aide d'un couplage inductif, par exemple), il est facile 
d'appliquer dans les systèmes électriques une f.é.m. régie par une loi 
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-temporelle donnéd indépendamment de l’état instantané du-système 
proprement dit: Par contre: ‘dans'le système. mécanique: il: ést facile 

- de donner un déplacement déterminé, alors que la forde-qui wärie:se- 

-Jon æne loi donnée imposei d xtilisation'des dispositiés assca op 
qués tels que certains systèmes électro-mécaniques. 

Considérons donc un système oscillant FE par |” équation de La 


| à L | 
forme _ gniae DITRAR SELS CN PORTE 


Ba deg 27 (2 on de Bes (pt) (3.5.1) 


les valeurs de L Pa pr (: dr/dtétant: petites. 
Une telle équation décrit, par exemple, un circuit électrique avec 


eh n'aime ous crus.  F itnt''chhrgè non ‘linéaire 'el un 
nie A 4 Vas ANT _féohdenisateulndh linéaire souThis 
se { et Hi Riffumie orée harmoniqne exté- 


QE LEL TE “4 , LL nes (fig. 3. 23) pour lequel 
Fo 4 à l' éghiation ACUIERE A forme 
el 


RS sb M. da à ui. .v4 d #i ls 

R ue (g)= : 
Fig. sage (ee onde  Cirpuit, CES | Le ()# l FA de (a) 
- conden ésistance X + :U cos re | 
non ne où Ïs' # une DAQ Fe er 


‘ à ition excitatricei harmonique’. +1 &j: EN adopté’ pour'-la "dépen- 
A PMU Le AU à "dañcé volt-coulomb de cé circuil 
Aer de ge LE (g) = = (#/Cs) @ : () (f})'on pèut éérire ane 
n pP- i fi | Ut; à LE | . 
4 10 A +oïar 22840) (+ Los Gt) » (3.5.2) 
cHir ? ÿ Lo run 
eù WE + 4/LCy, 2, 1R 6)/B À = daldti RE 


L'équation obtenue a la même orme que celle de (3.5 D. 1) 
( 


nr : F{a &)- [- 26(0) Lui ( ]Jre. PU: 7 ur 


el si Pre linéarité ‘et de dissipation sorit: pétites dant e système. 


 Poxpression mon be où ho Cm ARS Du + 
, ‘0 se PT M] , D ', t 1! 1, | 
CE 1 », f: 1. ! PRE — 25 {g) & FT _ vip (9) . D) 


‘vst aussi'petite- parcrapport aux re du prémiér ‘inenibre de l'êqua- 
tiohe (9:512). Cela nous permet de chercher la, solution approché 
-de eo (3.522) SOUS: noie nu Le. | | 
mn et nes sl Re io AP TETE 
ii nn z=a cos (pt) ee n sin (pt) + &. ne 


\ 


où à: g/ÿ ést'iiné tharbb ddithensichnée. ,”. 

À: da sifférehee dù câS'des bscillations forcées dans un ‘système. non 
Minéaire conserv HtIf (cf. $ 3.4) ilest nécéssaire iti de tenir compte du 
-tékrice constant {a, Les 'prdpriétés nôn linéaires du terme dissipatif 
‘R (i) sont suscoptiblés de Co düire : à L ‘asyfétrie del oscillations for- 
do *:’) i MR CS. 
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tées dont!.le rôlé est traduit dans la solntion par la composante €ons- 
{ante,: notamment par le terme a. ‘: ‘ ‘ 
Dans l "exemple d'un circuit électrique (cf. fig. 3. 23), cê cas cor- 
respond' à: la résistaice non linéaire R'{i) et! par conséquent, le tvon- 
densateur devient le siège d'une charge constante:qgé dont la valeur 
est liée à | amplitude de la composante alternative du processus for- 
cé. [1 est évident qü’en régime stationnaire la composante constante 
du courant ne peut pas exister si bien que pour Îles oscillations sta- 


tionnaires,” le courant est donné par , : : : ‘ 
dr . + : , 
sé = — ip Sin (pt) + bp cos (pt), ; .—, (3.5.4) 


et on ne peut pas analyser les évolutions transitoires par méthode 
d. approximation sinusoïdale. 

* En substituant (3.5.3) et (3.5.4) dans l’ équation initiale (3.5.2) 
èt eh cômparant. les céeffitiénts de cos (pt) et sin (pt) on obtient un 
systèrde d’ équations jiste aux termes: en composantes de pulsations 


2p, 3p, ..-etc., près.dang le développement. de la. foñction F (2,2) 


en série de Fourier 1 Fe LS 
a (a — p°) sait P, AC ue p°) = fi, Oùdo = An, (3.5.5) 
RE à Ù ., CRC et ER 
CT F (x. 3 au +aên (D + Basin (D +! 
re ñ +R . , és LE 7 as | 
(e 24 | F (z. de dr a (pt), 
AE à Pr En PL os | a, 
(0 = + F (z. T)cos tar, 7 “ —aPsin (pt) + bp cos (pt), 
ET 2 ” ‘ ' 
. Bi + F (x, de) sin var, T== Dé. 


— 1 
4 Ÿ 


Le système (3.5.5) doit permettre de trouver les valeurs @&, a, b 
er fonction de P ét les relations entre et p-pour une forme donnée 
de la fonction F (x, dx/dt) approximant dans un cas général la fonc- 
tion décrivant les propriétés non.linéaires réactives et dissipatives. 
Appliquons cette méthode pour deux exemples. 
‘Circuit à capacité non linéaire et à résistance constante. L'équation 
décrivant le système représenté fig. 3.24 a la forme 


diq , 1 l : 
Tr + ue (9) = —25 TL + cos (pt). (5.9.6) 
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Comme indiqué précédemment (cf. p. 80) pour rendre approchée la 

dépendance réelle ue (q) pour un condensateur ferro-électrique on 

peut se servir d’une bonne approximation donnée par l'expression 

ue (q) = (1/Co) (q + Yod*). En introduisant la variable adimension- 

née, z — q/{o on a 
d° 


LT + @ir = — wiyrxs — 20 a + P cos (pt); 


(3.5.7) 
ici &? — 1/LCo, Ÿ = Y09i, 28 — R/L, P = U/Lq. La solution pour 
x est de la forme x == & cos (pt) + 
+ b sin (pt); alors 
R dx 


ë CG) 7 = —apsin (pt) +bpcos (pl). 
Vcospi | 


Nous omettons la composante 
constante dans la solution pour r 


Fig. 3.24. Schéma d'un circuit avec 
condensateur C (q) non linéaire soumis 
à une sollicitation excitatrice harmo- 


car 20, conformément à l’énoncé 
du problème, est une grandeur 
constante si bien que le second 


nique membre de l'équation (3.5.7). 


compte tenu de la solution 
cherchée, est une fonction impaire cos (pt) et sin (pt) et, donc, 
d = 0 (cf. (3.5.3)). En effectuant le calcul des coefficients @, et f, 


du développement de Fourier de la fonction non linéaire F (x, tr) 
J 
(CA = + \ [— yo (a cos t + b sin t)$ + 26 (ap sin Tt—bpcost)[cos t dt, 


T1 
B, = + ( [— Yoÿ (a cos t + b sin t})° + 26 (ap sin T — bp cos t)] sin t dt 
TH 


où tT= pt, il vient 
Œy == — 20pb — — y (a° + b?) a, 
8, — 26pa —— wfy (a? + L?) b. 


Ceci étant, le système d'équations (3.5.5) prend, dans notre cas, la 
forme 


(ui — p°+ + wiyA?) a+ 20pb= P, ni 
3.5.4) 
(ut — p2+ + &iy42) b— 26pa =, 


où À? = a* + b*. 
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« 


En élevant au carré et en additionnant membre à membre les 
deux équations ci-dessus on obtient 


(ui p2+ À pros) Ar 462prA7 = pe 
soit 
(@? — p?}2A? + 462p?A? — P? — 0, (3.5.10) 


où &® = @5 (1 + 3/4 yA*) est le carré de la pulsation des oscillations 
libres du même système non linéaire à ô = 0 (i.e. pour le cas conser- 
vatif (cf. (3.3.11)) qui caractérise le non-isochronisme du système. 


uteug(re Ey4) 


AL 


A 


TO W 
/ (4 


P>be 


Pal, 


p? 


Fig. 3.25. Famille de courbes de résonance pour un circuit non linéaire à non- 
linéarité dure et à amortissement constant 


Pour plus de commodité de considération conférons à l'équation 


(3.5.10) la forme 
p* + 2 (26° — w°) p° + w* — P?/A° = 0, 
d'où il vient sans peine 
pe (02 262) - V PYA AE (0765. (3.514) 


La dépendance obtenue entre p* et À à y >> 0 est représentée graphi- 
quement sous forme d’une famille de courbes de résonance. Sur la 
fig. 3.25 est donnée une telle famille pour une valeur fixée de Ô et 
pour différentes amplitudes de la force d’excitation P. 

L'analyse des particularités du comportement des courbes p? (A) 
données par l'équation (3.5.11) permet de les partager en deux types. 

Les courbes d’un type correspondent aux valeurs de l’amplitu- 
de de la force extérieure, inférieures à une certaine valeur critique, 
et sont caractérisées par la marche univoque de l'amplitude d'oscil- 
lation forcée À en fonction de la pulsation de la force d’excitation 
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(type 2}. Elles sont toutes disposées au-dessous de la courbe pour 
P = P,.. Les courbes de résonance de ce type représenterit Jés côur- 
bes quelque peu déformées de l'amplitude de résonance pour un cir- 
cuit linéaire ‘ordinaire: amorti. Leur maximum est décalé du côté 
des fréquences plus élevées conformément à la fréquence croissante 
des oscillations libres avec l'augmentation de l'amplitude due au 

(noncisvchronisme: 

En cas de valeurs de P supérieures à une certaine valeur critique 
P... les courbes de résonañce admetten't des portions à tangente verii- 
“cale et dans un domainé déterminé des valeurs p° apparaît la dépen- 
“dahfce sion''uñivoque de l’amplitudé d'ostillations forcées de la fré- 

quence de la sollicitation (type 2). 

r auf É |yl2Ÿ äe's. - . Sur la fig. 3.25 on a hachuré le 
= domaine où les courbes de réso- 
lance ont une pente inverse et 
frontières correspondent aux 

‘tangentes verticales aux courbes 
 de:résenance. Les amplitudes des 

7 courbes dé résonance situées dans 
le domainetrachuré sont instables 
‘ét à la variation continue de la 
pulsation de la force p pour des 
amplitudes assez grandes de la 

"Force extérieure P > P, il 

WE gt apparaît des sauts d'amplitude 

Pig: 3.26. Familles de courbes de réso- Lorsqu'on. atteint les.frontières du 
nance pour un cfreuît non ‘linéaire “domaine instable. 

à non-linéarité douce et à amortissc- L'instabilité de ces solutions 
| . ment constant ne découle. pas directement des 
| Lo calculs faits. La méthode d'ap- 
proximation sinusoïdale ne permet pas de déterminer Ja stabilité des 
solutions trouvées. . Pdur- ce faire on doit engager des études supplé- 
mentaires des valeurs d'amplitudes obtenues. . | 

Comme on voit de la formule (3.5.11), à ô — 0 on obtient uné re- 
dation analogue à à (3.3.15), qui relie la fréquence excilatrice avec l'am- 
plitude d' oscillations forcées dans un système oscillant non linéaire 
vonservatif, p° = & + P/A. Conformément à ‘cela la faille "des 
courbes de résonance (fig.'3.25) passe à ô —+ 0 dans Îà famille de cour- 
ee “vu séparées l'uné de l autre par une coûrbe ‘de. squelette 

>* (A 

[1 est évident que dans le cas d'une Joi inverse régissant la dépen- 

dance entre u. et q ol, en langagt‘de là’ mécanique, de là dépendan- 

ce inverse entre'la rigidité et l'élongation. à-la même approximation 

il faut admettré que y < 0O'de sorte que les courbes de résonance cor- 

respondantes auront là pente ‘de sens inverse, ce qui est .schématisé 

fig: 3.26:(le cas ‘d’unc force dé rappel douce). : ÿ ' 


tn 
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Circuit à Let C'eonstantes el à amorlissernent non linéaire (Fig. < 3.21). 


Soit JE 

RG) = Ro (+ Bai + voi). (3.5.12) 
l'équation décrivant le no dent du cireuit | donné peut alors 
se mettre sous: la. forma + tt «+ 4 


t 


x + 26, (x + Br + pré) + or = P cos(pt},  ‘(3.5.13) 


OÙ, Æ = GQor 200 = Ra/L. : ©, = 1/LC. P = UglLqo, 8 — Bodo: 
ae Chohons la solution én' ‘approximation harmonique 
SOUS orne 


12 \ r° , 7 
UT tot 


A éd cos is b sin w +. aus. x + — ap sin me 4 bp cos (0. 


Pour déterminer don, a, ‘be. nous éhtenons de (3 3.5 5)1 le système d' équa- 
“Lions “oo 


Liisen) : Oo = — Op pTA*, :, ‘7... , 


(ot — p9) a == —260p (1++vp24?) b+P, 


- (3.5:14) 
Gui 9 be Du (147 YP A) € 
CS Du | | Vu É É 
[l découle de la première équation que 
SUR : & = +. (pui) BEA | sit 4 4 (3.5.15) 


ù DE i 

4; expression Lroiivée: ur: une tension de polarisation continue 
due à l’aspmmétrie de la résistance non linéaire apparue aux armatures 
-du . condensateur. :L'apparition 
de celte tensiôn signifie la; détec- 
lion du signal ,.sirusoïdal exci- - 
%ateur. en langage radio-techni- L 
que. Notans que pour, une am- 
-plitude d’'excitation donnée la 
tension de polarisation continue Fig. 3. on Sébôna du circuit à Let C 
dépend du seul coefficient 'B, i.e. re et. à ses au 
HUE icient du terme quadra- Er is sie onicie | 
tique de la fonction approximant 
la non-linéarité du système. Les SR Mes cu 
termes du développement:de la fonction: non d'linéaire en puissan: 
<és impaires ng donnent pas naissance à la composantt continue. Dans 
«notre eas, domme d'ailleurs-dans les cas plus compliqués, la détection 
‘provient des termes en puissances paires du polynôme: approximant 
-Lx non-linéarité qui Re Jetement a |’ yet ie de da carac- 
téristique de cette dernière. . A Si pr 
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Pour calculer l’amplitude d'oscillations forcées il faut considé- 
rer le système d'équations 


(uÿ— p?) a+ 260p (1 + _ vp'A?) b=P, 
(ui — p?) b—264p (1+ + vp242) a-- 0 


d’où il vient 
2 2 


sn sn 3 ; ; ; 
(wo? — p?}? + 462 p° (1 se yp'A?) = (3.5.16) 


Admettons donnés les paramètres de l’action: son amplitude P 

= const et sa pulsation p — const. Faisons varier dans le système 
la pulsation propre du circuit, w?. Pour établir une expression analy- 
tique de la dépendance entre À et w’, écrivons l'équation bicarrée 


a 
> 


6 9 , 3 2 ° P j 365 7 
©, — 2 p2w? + p' + 46 (1 + + vp°A) —ÿ" 0, (3.9.12) 


d'où 
P= De AE Er 
0 = p? + VS —46p? (4 + À yp° à : (3.5.18) 


Si l’on représente la relation entre À et w, traduite par cette ex- 
pression on obtient une famille de courbes de résonance (fig. 3.28). 
En prenant la dérivée de l'équa- 
tion (3.5.16) par rapport à w’ et 
calculant la dérivée 04*/0uwx. 
il est aisé de montrer que dans 
les limites de l’approximation 
choisie elle s’annule à ow = p° 
quelle que soit la valeur de 
l'amplitude d'oscillations À. 

Pour les circuits à amortis- 
sement non linéaire les courbes 
de résonance à faibles y et 
p? À petites amplitudes de la force 

(4 . . . « 

excitatrice diffèrent peu des 
Fig. 3.28. Famille de courbes de réso- courbes de résonance ordinaires 
uance pour un circuit à amortissement du circuit linéaire et ce n'est 
Ron NEA que pour de grandes amplitudes 
qu'on observe l'aplatissement de 
leurs sommets. Cela est lié à l'accroissement de l'amortissement 
efficace du système du fait de la croissance de l’amplitude d'oscilla- 

tions selon la loi &, — 6, (1 + %/,yp°A?). 
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$ 3.6. Application de la méthode des amplitudes 
lentement variables à l’analyse du comportement 
des systèmes faiblement non linéaires à petites pertes 
soumis à une force d’excitation harmonique 


Au $ 2.5 on a décrit les éléments de la méthode d’amplitudes len- 
tement variables appliquée dans l'analyse des systèmes faiblement 
non linéaires autonomes à petit amortissement. On y a également don- 
né les exemples d'utilisation de cette méthode à l'étude des oscilla- 
tions libres dans certains systèmes non linéaires. Cependant, les hy- 
pothèses de départ sur lesquelles se base la possibilité d'obtenir des 
équations tronquées simplistes admettent aussi l'application de cette 
méthode au cas des systèmes soumis à une sollicitation extérieure. 

Si un système oscillant proche de celui linéaire conservatif est 
soumis à une force périodique de fréquence sensiblement différente 
de la fréquence propre des oscillations du système, alors cette force 
provaque des oscillations forcées de fréquence de la force extérieure 
et d'amplitude essentiellement fonction de la différence entre la fré- 
quence excitatrice et la fréquence propre du système; de plus, on 
peut s'attendre ici à la multiplication de la fréquence de la force exté- 
ricurce. 

Lorsqu'un système faiblement non linéaire à petit amortisse- 
ment est soumis à l’action d'une force sinusoïdale, il faut se servir de 
l'équation suivante 


d° e d . 
rs + 5x = uf (z, +) + P cos (pt), (3.6.1) 
dans le cas considéré p différant assez notablement de ©,, et u & 1. 


Soit 
z = 2 + a cos (pt), (3.6.2 


où a := P/(w; — p*) ost l'amplitude d’oscillations forcées pour Île 


sous-système x + ox = P cos (pt) en lequel se transforme (3.6.1) 
à p — 0. Alors x, satisfora à l'équation 


dx dx à 5 15 

PTE + Wiz: = uf (zi+ a cos (pt), 7 — Pa sin (pt)). (3.6.3) 
Cette équation à P — 0 n’admet qu'une seule solution stationnaire 
Tr, = 0, car le système de départ doit, dans ce cas, se trouver au re- 


pos. À P Æ 0 l'équation (3.6.3) peut être considérée comme décrivant 
le système oscillant dans lequel les oscillations forcées et les ampli- 
tudes de l’ordre de u et de période 2x/p interagissent avec les oscilla- 
Lions propres à la suite de la non-linéarité du système. La question 
concernant l'existence des oscillations propres stationnaires exige 
alors une étude supplémentaire puisque dans ce cas le système subit, 
généralement parlant, une modification périodique (avec pulsation 
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multiple de p) des paramètres à capacité d'énergie, <e qui‘peut condui- 
re aux effets de contribution .paramétrique .de, l'énergie si certaines 
relations entre les fréquences sont remplies. On suppose encore que 
l'amplitude de.la force d'excitation P n'est pas limitée par la condi- 
tion de petitesse comme c'est le cas des forces de résistance et des for- 
ces liées aux propriêtés nôn'linéairès du système qui ont l'ordre de 
petitesse''u. sh 4 L \ h po 21 É - 4 Le 11° MES 
Si les relations de fréquénce et énergétiques déterminant l'apport. 
d'énergie paramétrique hu système ne sont pas rempliés, alofs pour 
p suffisamment différente de «4, le mouvemerit dähs lé tu con- 
sidéré dépendra essehtiellémént‘des évolutions forcéeS’ déchités ‘par 
le second terme de la relation (3.6.2). ‘ï"'' : 
Si la fréquénce de la forte est proche dé la fréqüénéé propre d'un 
système faiblémerit dissipatif, les oscillations de résonance’ (r;) attéi- 
ghent une notable 4mplitudé qui augmente jusqu’ à la valeur de l’or- 
dre 4/u lorsqüe la fréquence ’extitatrice S'apbroche ‘de la fréquente 
propre dü système. Cette circonstance’ ne permet pas dans cé ‘éas 
d'utiliser la substitution indiquée et impose lors de l'analyse ‘de ce 
problème à limiter l'amplitude d'excitation. Pour poüvoir appliquer 
la méthode des amplitudés lentement variables: il est nécessaire d'exi- 
ger que la force extérieure soit petite en amplitude et ait le même or- 
dre de‘pétitesse que les petites forces rélätivés aux prôpriétés non li- 
néaires et dissipatives du’ système y'hppardissant aux arhplitudes 
finies des oscillations. Dans ce cas la force excitatrice 'pent être asso- 
ciée à ces petites forces et on peut ramener l'étude du problème à 


l'analyse approchée de l'équation du type Sa 


; ' AE +'oir= A (x, zx, t); | : ‘1: TER re à 
Ne 
qui diffère de celle envisagée précédemment (cf. (2.5.2)) en ce que la 
fonction /, dépend non seulement de la variable x ct de sa dérivée 
e , in , + Ve . É ee ve + N 
r mais explicitement du temps. Dr | 
Cherchdns la ‘solution de ‘cette équation sous fornmie de 2°— 
== u Cos (pt) +v sin (pt) où, comme ‘auparävant, & ot v sont les foné: 
tions lentement variables. En introduisant dans l'équation de base 
une nouvelle échelle de temps. t = pt on obtient : 


it: 
z + (oëpr=phlz zx vd 7 (8.6.4) 
En désignant : | | 
op =1—E | (3.6.5) 
et exigeant que le désaccord E soit une valeur de l’ordre de petitesse 
de u, conférons à l'équation (3.6.4) la forme définitive. LIL 


| 


; Cata muf(c auturs un ç … (8.6.6) 
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Alors, en conformité avec la métiode des A de 
tement variables on a RCE pue AE je 


z = wcosT+vsin?, z= —u sin t.+v cos T 


et l’on peut passer aux équations tronquées pour CU les 


fonctions uw et v: “ 
_ ‘on sr “4 


27 . 

e e Â Le e : _ À Se 
UE — (nie, L, ALES Xi uf (æ, z, TD) cost dr. 

(3.6.7) 

Si x == À cos (T + 0), z = — À sin ( -+ 8), les équations tronquées 
pour déterminer |’ amplitude et la phase: ‘auront la forme | 
LE Lu, | É 
À ES 5 ( uf (À, 0, T) Sin t. dt, cn h 

ü . 

Aÿ-- = = | uf(4, 8, t)costidty : (3.6.8) 
où T=-T+ 0. h 


Contrairement à la méthode des amplitudes lentement variables 
de la solution approchée de l'équation (3. 3.1), nous devons faire autre- 
ment dans le cas précédemment‘traité où p et «, diffèrént fortement * 
l’une de l’autre (i.e. dans le domaine éloigné de la résonance). 

En introdtiisant une nouvelle variable x, définie par (3.6.2) cor- 
respondant à à l'oscillation de pulsation proche de la pulsation propre: 
du système (© Æ @), nous allons à l’aide de la méthode des amplitu- : 
des lentement variablés chercher pour z, une solution de pulsation : 
pin (le cas: p = now) oump (lecas: p = w/m) en intrôduisant respec- ‘ 
livement une nouvelle LL de temps 7 = (pin) t —= eut = 

= mpl = ol. 
Avec cela le désacc srd est donné par les relations 


, «2 n° £ 
OO = = =Â—È où —2..-1—E, 
m°p n P° … ‘a , Pl, 


, 4 


et pour la substitution de base (cf. (2.5.3)) on a toujours : 
TZ = UCOST +VSINT, t, = —u Sin T + v cos T. 


Lorsque «, est proche de mp on va.déterminer L’amplitude des oscil- : 
lations de pulsation correspondant à m-ième son partiel de la force 
excitatrice et lorsque &w, = p/n il s'agira de déterminer d'éventuels 
sous-tons ou sous-harmoniques. Si toutefois.il s'avère impossible de , 
choisir un m, ou nr afin que le désaccord Ë satisfasse au critère requis 
de petitesse, la marche proposée. de la.solution perd son sens. Dans 
ce cas le résultat le plus probable consistera en ce que la solution sta- 
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tionnaire inconnue sera avec une grande précision décrite par le se- 
cond terme du second membre de (3.6.2). 

L'analyse des équations tronquées dans les cas décrits est effectuée 
par les mêmes méthodes que pour les systèmes autonomes. 

Considérons comme exemple le plus simple d'application de la 
méthode ALV les oscillations forcées dans un circuit à amortisse- 
ment non linéaire calculées déjà au paragraphe 3.5 par méthode 
d'équilibre sinusoïdal (approximation har monique). Un tel circuit 
(cf. fig. 3.27) se pére par |’ ur de Kirchhoff de forme 


2 +R tr | q — U,cos (pt). 


En admettant que la Le non linéaire de la résistance À? du 
courant & est de nature quadratique et la pulsation propre du circuit 
&w, est proche de celle de la force excitatrice p alors en introduisant 
les notations 


oi. 1/LC, 20-:-R/Lp, z--4q/o 
Op? = 1—E6, Tptl, R=R(1+ Yoi°), 
on aboutit à l'équation suivante 
TE z = Ex — 207 — 20 y + P cos T, (3.6.9) 


Où P = UolLqop*,; Y = YoWP? et Yo > 0. Pour que la méthode d'am- 
plitudes lentement variables s'applique à la solution de cette équa- 
tion il faut que soient remplies les inégalités suivantes: le désaccord 
E € 1, l'amortissement dans le système 29 1, l’amplitude de la sol- 
licitation extérieure P € 1, c'est-à-dire que tous les termes dans le 
second membre de l'équation soient petits par rapport aux termes de 
son premier membre. 


Cherchons la solution sous la forme x = À cos (t + 6), x =: 
— —A sin(t + 0). Alors en introduisant t, := t + 6 on obtient 
les équations tronquées suivantes: 
2x 


Â== _ (EA cos ti + 204 sin t, + 2043 sin t, + 
+ P cos (ti —6)] sin ti dr, 


Ab + —- Î LEA cos ti + 204 sin ti + 20y43 sin ti +- 
0 
+ P cos (T1 — 0)] cos t, dr, 
et après la sommation on a 


À -- VA P sin6— _ 045, A6— me EA—— P cos 06. 
| (3.6. 10) 
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Les solutions stationnaires sont trouvées à partir des équations tron- 


quées à condition que À = 6 — 0, c'est-à-dire du système d'équa- 
tions 


20 (1 ++ v4i) Ao= —Psin0,, E4,.-: —Pcose,. 


En élevant au carré les seconds et les premiers membres de ces éqi'a- 
tions et en additionnant il vient 


A5 pr][e 40 (1+244)"]; 


c'est une équation de courbe de résonance pour un circuit oscillant 
de qualité à résistance non linéaire. 

Dans le cas d'un circuit linéaire (y, = 0) on obtient l'expression 
déjà connue (cf. (3.5.10)) de la courbe de résonance 


A: = PJ(E + 40°). 


Les familles de courbes de résonance correspondantes sont représen- 
tées fig. 3.28 en traits interrompus. On voit donc que les courbes de ré- 
sonance pour un circuit à amortissement non linéaire s’aplatissent 
dans Je domaine des désaccords 
proches de zéro. Ces changements 
sont d'autant plus grands que 
plus grande est l’amplitude de 
résonance. Loin du domaine des 
petits désaccords les courbes de 
résonance des circuits linéaire el Fig. 3.29. Schéma du circuit à self 
von linéaire coincident presque. non linéaire soumis à l'action d'une 
Toutefois il convient de souligner force harmonique 

que ces courbes ne se rencontrent 

nulle part. de plus, la courbe de résonance du circuit non linéaire 
pour y > 0, même loin de la fréquence de résonance se situe toujours 
au-dessous de celle du circuit linéaire. 

Néanmoins, les équations tronquées abtenues ci-dessus permettent 
de calculer non seulement l'amplitude ct la phase stationnaires de 
l'oscillation forcée, mais aussi en principe la loi d'établissement du 
processus stationnaire en intégrant le système d'équations tronquées 
(3.6.10). On voit en particulier que la méthode d’'ALV s'avère plus 
efficace que la méthode d'approximation harmonique ne fournissant 
en principe que les valeurs stationnaires des amplitudes. 

En guise d’un autre exemple d'application de la méthode d'ALV 
traitons des oscillations dans un circuit à inductance non linéaire 
(fig. 3.29). Supposons univoque la relation entre le flux magnétique 
D, et le courant à, i.e. négligeons l'hystérésis. Les valeurs de R 
et de C sont supposées constantes. En échelle dûment choisie pour la 


N—747 
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fonction ® proportionnelle au flux magnétique D, l'équation décri- 
vant les évolutions dans ce circuit se met sous la forme 


d | ; | 
5 D) + Ri+T q 7 U, cos (pt), 
_. (3.6.11} 
d d d 1 
” raid (5) + R 1 Fe q =U;cos(pt). 
Donnons-nous l'expression pour approximer la dépendance de ® (i) 
sous forme 


D (i) = Loi — Yo), où i = dg/dt. (5.6.12) 


Une telle approximation polynomiale des plus simples de la cour- 
be d’aimantation peut, naturellement, traduire de façon satisfaisan- 
te son allure réelle seulement dans un intervalle borné déterminé de 
valeurs de i. C'est pourquoi, avant d'interpréter les résultats obtenus 
il y a lieu de se convaincre que les valeurs d'amplitude de courant ne 
dépassent pas les limites dans lesquelles s'applique l’approximation 
choisie. 

En dérivant (3.6.12), 

d°q 


7 DU) = (Lo— Loti?) 7 = Lo| 1-87 (5) | 
et en substituant la relation trouvée dans (3.6.11), il vient 
Log — 3Loo9°q + Rg + _ q:= U, cos (pt). 
Conférons à cette équation la forme 
Log + + 9 =: 3Lovon®9 — Ra + Uo cos (pt), (3.6.13} 


qui admet l'application de la méthode des amplitudes lentement va- 
riables. Comme nous analysons le cas d’un amortissement faible et 
d'une petite non-linéarité, les deux premiers termes dans le second 
membre (3.6.13) sont petits devant les termes du premier membre si 
bien que l’on est amené à l'équation de la forme 


q + og = uFu (q, q a) + (Uo/L) cos (pt), 


«= 


des amplitudes pour P, arbitraire à la pulsation pÂdifférant. forte- 
ment de w, et pour P, de l'ordre de u à p proche de &@,. 

Considérons d'abord le cas de pulsation p éloignée de w,. Ecrivons 
l'équation (3.6.13) sous la forme 


z + wir = yatz — 267 + P, cos (pt), (3.6.14) 
ICI & — 1/LoC, Y = 3Y0» 20 — R/L,, P, —= Uo/ La, TZ — q/Qo- 
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Posons T= T4 COS (pt). Alors pour x, il découle de 
(3.6.14) | 


dx ï d : 2 [ d? $ 
AL + WÉTs =: (FT — pP sin (pt)) a — piP cos (pt)) on 


—28 (%i-pP sin(pt)),  (3.6.15) 
où P 22 P/(@S— p°). | 

Le second membre de cette équation est périodique de période 
2n/p et est petit par rapport aux termes dans le premier membre. 
Pour cette raison à la pulsation p éloignée de w,, l’oscillation forcée 
dans la solution de l'équation (3.6.10) aura l’amplitude au moins du 
même ordre de petitesse que les termes en y et 26. Les cas où mp & 
æ ©, en font l'exception. C'est alors que les composantes harmoni- 
ques supérieures dans le second membre de l'équation (3.6.15) sont 
capables de provoquer leseffets de résonance. Dans ces cas on pourrait 
s'attendre à l'apparition des oscillations forcées aux amplitudes fi- 
nies sur les pulsalions mp, ce qui signifierait que le système fonction- 
ne en tant que multiplicateur de fréquence. 

[I est assez évident que l'intensité relative de ces composantes 
harmoniques sera fonction de la forme de la caractéristique non li- 
néaire du système et pour l’approximation choisie sera directement 
donnée par la forme de la fonction d'approximation. 

En approximation cubique. il n'apparaît que le troisième har- 
monique de sorte que les effets de résonance ne se manifestent qu'à 
@, proche de 3p, ce qui veut dire que le système analysé est un tri- 
pleur de fréquence. 

L'utilisation des portions plus étendues de la caractéristique non 
linéaire nous conduirait à la nécessité d'introduire dans le polynôme 
approximant les termes à des puissances plus élevées entraînant des 
cffets de résonance nettement observables pour m = 5, 7, etc. lar 
ailleurs, l’antisymétrie de la caractéristique d’aimantation est due à la 
présence dans le polynôme approximant des seules puissances impai- 
res qui sont donc responsables des processus de résonance seulement 
sur les harmoniques impairs de la force excitatrice. Il découle 
de ces mêmes propriétés de la caractéristique non linéaire que la nais- 
sance des oscillations forcées de pulsation p produit dans le systè- 
me les modifications périodiques de son inductance de période 2p. 

Comme indiqué, le cas &, Æ 3p correspond au fonctionnement du 
système en tant que tripleur de fréquence utilisant l'harmonique de 
la force excitatrice dû à la réactance non linéaire du circuit. Le cas 
6 Æ 2p correspond à l'apparition d'éventuels effets paramétriques 
(génération paramétrique, amplification paramétrique (cf. Ch. 4)) 
et le cas w, Æ p, au phénomène connu d’excitation des oscillations 
forcées à résonance dans un système non linéaire. 

9% 
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Le cas p Æ w. Pour pouvoir appliquer la méthode d'ALV admet- 
tons que l’amplitude de la force extérieure P, est de l’ordre de peti- 
tesse 26 et y. L’équation (3.6.14) se transforme alors 


z + rx = Ex — 20z + ver + P cos T, (3.6.16) 


où t = pt, w}/p? = 1 — E, 20 — 26/p, y —= yp°, P = P,ip*. 

Pour résoudre le problème utilisons de nouveau la méthode d'ALV 
cxposée au paragraphe 2.5 en attirant l'amplitude À (x) ct la phase 
6 (x); on trouve 


= À cos (rt + 6), x = — A sin (x + 0). 


Dans le second membre de l'équation (3.6.16) il convient de se limi- 
ter aux termes du premier ordre de petitesse par rapport à l'unité, 


ce qui nécessite la représentation du terme y’r°x sous la forme 


vx — — y'A$ sin? (x + 6) cos (tr +- 8), 


où on néglige les termes comportant A et 6 puisqu'en vertu de Ja 
« lenteur » de À (xt) et de 6 (t) sont remplies les conditions À € À, 
60< 6. Les équations tronquées acquièrent la forme 


LE Li 


AZ + \ [EA cos t; + 204 sin Ti VAS cos ti 4 
(Ù 
_ + v'A$ cos 3T, + P cos (T, — 8) | sin T{ AT, 
2 
be — \ [ EA cos r + 2Ù sin T — À AS cos t + 
7 2n4A ; Par 


on + y'A" cos 37; + P cos (T4 — 0) | COS T1 dT1, 


où T, — T + 0. Après l'intégration, on obtient les équations tron- 
quées suivantes 
A— —8A— 1 P sin 6, 0— _. (EA + v'AS + P cos 0). 
(3.6.17) 
L'amplitude stationnaire des oscillations forcées À, peut être 
déduite de la solution du système (3.6.17) à condition que À = D, 
0 — 0, i.e. 
204,+ Psin 050, EAÿ—+ y'Ai+ P cos 0,0. (3.6.18) 
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En explicitant ce système par rapport à E, on obtient l'expression 
commode pour les calculs et pour la construction graphique pour les 
valeurs données de y’. Ÿ et P, 


b 2 7 P® : pr 
Be VAE NV 740. (3.6. 19) 


Sur la fig. 3.30 est donnée une famille typique de courbes de ré- 
sonance correspondantes pour différentes valeurs d'amplitude de la 
force excitatrice. Comme on le voit sur cette figure, en vertu de 
l'amortissement dans le système il n°y à pas d’accroissement indéfi- 


4 ê 


Fig. 4.30. Famille de courbes de résonance pour un cireuit à self non lincaire 


ni d'amplitude des oscillations forcées avec l'augmentation du dé- 
saccord, ce que l’on observait dans le cas conservatif (cf. le paragra- 
phe 3.3). Ici, à chaque amplitude de la force excitatrice correspond 
son amplitude maximale des oscillations forcées stationnaires sur la 
fréquence cexcitatrice. La variation ultérieure de la fréquence exci- 
tatrice (ou de la fréquence propre du circuit) amenant l'augmentation 
du désaccord E jusqu'à la valeur dépassant celle qui correspond à l'am- 
plitude maximale des oscillations forcées o pour conséquence la di- 
minution par saut de cette amplitude jusqu’à des valeurs propres à la 
branche monotone décroissante de la courbe de résonance. La dimi- 
aution de Ë entraîne l'accroissement de À, en accord avec la branche 
stable de la courbe jusqu’à la valeur de E telle que la tengente à la 
courbe de résonance devient verticale. A ce moment l’amplitude 
A4 cffectue un saut « inverse » vers le haut jusqu'à la branche supé- 
rieure stable de la courbe de résonance. 

IT est évident qu'à une assez petite amplitude de la force extérieu- 
re et pour d'autres relations entre les paramètres y’ et Ÿ multivalents 
il peut ne pas y avoir d’ambiguïté et il n'apparaît alors qu'une cer- 
laine asymétrie de la courbe de résonance du fait des propriétés non 
linéaires du système, ce qui a été déjà montré au $ 3.5 (cf. fig. 3.25). 

L'éventualité d'obtenir trois valeurs d'amplitudes stationnaires 
non nulles dont deux sont stables et une instable est une conséquen- 
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ce du fait que pour déterminer les amplitudes stationnaires il faut 
résoudre une équation de troisième degré en À. 

La stabilité des solutions trouvées peut être déterminée par mé- 
thode de perturbations : en se donnant alors des variations d'ampli- 
tude et de phase au voisinage des valeurs stationnaires À, et 6, sous 
forme À = À, + &, 6 — 6, + n, on obtient un système d'équations 
aux variations tronquées 


04 Pen tu 


' 1 D e sin 0 ‘ 
D (ë—+ vAt) 5 —P “an.  (8.6.20) 


Si l’on se donne la dépendance temporelle des variations sous forme 
6 = Cort, n = not où À est l’exposant caractéristique (com- 
plexe, dans lecas général) et l’on tient compte de ce que P sin 6, — 
= — 204, et P cos 6, = À, (1/,y° A5 — EE), on obtient le système 
d'équations homogènes en &o ct ‘le 


— (0 +4) bo 40 (+ V'AË—E) no 0, 
- | (3.6.21) 
55 (8-7 74) Lo—(8 +2) no D. 


En composant le déterminant pour ce système el en exigeant son éga- 
lité à zéro afin d'avoir une solution non triviale, on obtiont l'expres- 
sion suivante de l’exposant caractéristique : 


0 y (5—$ ya) (ya). (3.6.2 


Pour un certain ensemble de paramètres du syslème oscillant la 
partie réelle de À peut être positive et dans ce cas le système sortira 
de cet état stationnaire ; pour un autre ensemble de paramètres, elle 
peut être négative, alors l’oscillation forcée avec cette amplitude 
sera stable. 


CITAPITRE 4 


OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES À UN DEGRÉ 
DE LIBERTÉ SOUMIS À UNE ACTION PARAMÉTRIQUE 


$ 4.1. Action paramétrique sur les systèmes oscillants 


Jusqu'ici nous avons considéré les systèmes oscillants où se dérou- 
jaient soit les oscillations libres déterminées par les conditions 
initiales, soit les oscillations purement forcées dues à la force exté- 
rieure. Quant aux systèmes électriques, ceci est équivalent à une 
f.é.m. excitatrice introduite dans le circuit étudié ou à un courant 
donné dans un élément quelcon- 
que du circuit. 

Or, il est connu qu’il existe 
encore un important type de 
sollicilation sur les systèmes 
oscillants lorsque la force exté- 
rieure fait modifier l’un des Fig. 4.1. Circuit oscillant avec capu 
paramètres du système. Un tel cité dépendant du temps 
type d'action est dit paramé- 
trique. Ce chapitre sera consacré à l'étude des systèmes oscillants 
dont l’un des paramètres est fonction du temps. 

En ne traitant que des systèmes à un degré de liberté nous limite- 
rons la tâche à l’étude des seules variations périodiques ou, comme 
on dit souvent, du cas de la modulation périodique du paramètre. 
Afin de mettre au clair les traits spécifiques des phénomènes dus à 
une action paramétrique, considérons le modèle le plus simple. 

Soit un circuit oscillant linéaire (fig. 4.1) composé de Z, R et C 
montés en série. On suppose que la capacité du condensateur varie 
en fonction du temps à l’aide d’un dispositif extérieur selon la loi 
représentée graphiquement (fig. 4.2, a). Supposons, en outre, que la 
charge du condensateur varie selon la loi proche de la loi harmonique. 

S'il y a oscillations de la charge du condensateur gq (t) et si sa ca- 
pacité varie dans le temps C (t) de la façon indiquée, alors à chaque 
diminution de celle-ci de 2AC l'énergie du condensateur augmente de 
façon correspondante. La charge q ne varie pas, étant une grandeur 
d'inertie à une variation de capacité par saut. Supposons que les rc- 
lations de fréquence et de phase entre q (t) et C (t) soient telles que 
chaque diminution de la capacité du condensateur ait lieu exacte- 
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ment à l'instant où la charge du condensateur passe par son extré- 
mum (fig. 4.2, b). La contribution d'énergie au système sera alors 
maximale puisque l’écartement des armatures du condensateur en 
vue de diminuer € s'accompagne du travail maximal contre les for- 
ces électrostatiques d'attraction s'exerçant entre les armatures. La 
fréquence de variation du paramètre (capacité) est. dans ce cas, dou- 
ble de celle des oscillations dans le circuit. 


Fig. 4.2. Variations périodiques de C (a) et de U, qg (b) lors de la sollicitation 
paramétrique 


Calculons l'accroissement d'énergie électrostatique du condensa- 
teur AN qui s'est produit à l'instant du saut de capacité: 


nn 2e 
ANR] nel à a-acr: (11) 


En supposant que AC & C, on peut écrire 


nm 4%. 24C __ny 2AC TT 
AN Sa 2Co C = 0 C , (4.1.2) 


où V, = qg/2C, caractérise l'énergie emmagasinée dans le condensa- 
teur avant le saut de capacité. Si l’on introduit le coefficient m 
appelé profondeur de modulation du paramètre 


__ Cmax—Cmin __ AC (4.1.3) 


Cmax Cmin L Co ” 
l’accroissement d'énergie oscillatoire dans le circuit après une dimi- 
nution par saut de capacitéest égal à AN = N,:2m. Il est important 
de noter que la variation d'énergie oscillatoire AN dans le eircuit 
soumis à une sollicitation paramétrique ou, comme on dit souvent, 
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au « pompage » paramétrique est proportionnelle à l'énergie elle- 
même V, emmagasinée dans le système. 

En conformité avec la relation de phase choisie entre le pompage 
et l’oscillation se produisant dans ce circuit, l'accroissement par 
saut de capacité n’entraînera pas de variation d'énergie dans le sys- 
tème car aux instants correspondants l'énergie initiale est égale à 
zéro (q — 0) comme on le voit sur la fig. 4.2. En une période d’oscil- 
lations l'énergie est fournie deux fois en portions inégales. mais, en 
vertu de la condition AC <& Co on peut les admettre égales si bien 
que l'accroissement lotal d'énergie dans le système par période est 
égal à 


_% 
= 
. 
Die 
——”" 


2AN ::N,.4m= am. (4. 
0 


Maintenant il faut déterminer les pertes dans le circuit. Si l'on 
admet les oscillations de la charge approximativement sinusoïdales, 


ie. g = % Sin (ot), alors q = w4 cos (wt) si bien que la puissance 


des pertes W — Rg°/2 = Rowq/2. 
L'énergie perdue par le système au bout de la période 7 est égale 


4 


_ Ro?qiT = 1Ro;. (4.1.5) 


En comparant (4.1.4) avec (4.1.5), on obtient la condition dont le rem- 
plissement conduit à un apport d'énergie dépassant les pertes de 
sorte que dans le système il se produit l’accroissement d'oscillations : 


4m >rhRog, ie m> _ rRCoo (4.1.6) 
0 dé 


où 


m > Mseull = _ ni V CoiL= _ d, 


où d = rnRV CoLest le décrément logarithmique d'amortissement 
du circuit. Ce processus d’excitation des oscillations par variation pé- 
riodique du paramètre énergétique du système oscillant est appelé 
excitation d'oscillations paramétrique ou résonance paramétrique. 

Si la capacité varie avec la même périodicité mais en suivant une 
autre loi, on tire le résultat qualitativement le même quoique le coef- 
ficient dans la relation (4.1.6) ne soit pas n/2, mais plus grand, car 
la loi de variation par saut de C choisie par nous est optimale du 
point de vue de la contribution énergétique. L’accroissement de l'am- 
plitude de l’oscillation excitée et, partant, l’augmentation d'énergie 
du système sont dus au travail des forces extérieures faisant varier le 
paramètre. 
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Dans le cas considéré le paramètre change deux fois par période 
d'oscillations excitées. Mais la contribution d'énergie par variation 
de paramètre peut se faire une fois par période, deux fois en trois pé- 
riodes et. en général, si la condition suivante est remplie 


p = 2w/n, (4.1.7) 


où % - 1.2, ....p est la pulsation de variation du paramètre, 
&, la pulsation des oscillations excitées. Certes, la contribution éner- 
gétique au système excité sera alors d'autant plus petite que » est 
plus grand. 

On obtient des relations analogues s'il y a variation par saut de 
lJ'inductance L. Par ailleurs, NV, — Li?/2. Or, puisqu’'à la variation 
de Z le courant i varie aussi, il est plus commode de calculer l'apport 
d'énergie à l’aide d'expression N, — ®*/2L où D est le flux magné- 
tique qui est invariant par varialion par saut de Z. C’est pourquoi 
à la variation de Z de valeur 2AZ 


_ O2 4 { 
AN = + | Li AL“ LENL 1 


as 


ou, pour AL L,. 


> AL LL A? a 1: Linax — Lmin 
AN&No2 + Nom ou LT ARRET re (4.1.8) 

Notons que dans un système linéaire oscillant. lorsque les condi- 
tions d'excilation paramétrique des oscillations (conditions de ré- 
sonance paramétrique) sont remplies, l'amplitude des oscillations ex- 
citées croit indéfiniment. Cela est lié à ce que les pertes de même que 
l'apport. d'énergie sont, dans ce cas, proportionnels au carré de l’am- 
plitude des oscillations (proportionnelles à l'énergie oscillatoire du 
système). Quant aux oscillations excitées dans Îles systèmes linéaires 
par une sollicitation, l'apport d'énergie est proportionnel à la pre- 
mière puissance de l’amplitude d'oscillations alors que les pertes sont 
toujours proportionnelles au carré de l'amplitude, ce qui conduit à La 
formation d'une amplitude finie d’oscillations forcées. 

Il est évident que l'excitation paramétrique n’est possible qu'à 
la variation d’un des paramètres énergétiques L ou C. La variation 
de À peut amener seulement la modification de la loi de dissipation- 
amortissement des oscillations existantes. mais le système demeure 
dissipatif. 

Il a été déjà dit que le phénomène consistant dans la naissance 
dans le circuit des oscillations croissantes de fréquence rigidement 
liée à celle de sollicitation extérieure, et excité par cette même solli- 
citation, est habituellement appelé excitation paramétrique d'oscilla- 
tions ou résonance paramétrique. La résonance paramétrique se produit 
lorsque sont vérifiées certaines relations entre la pulsation de varia- 
tion du paramètre p et la pulsation d’oscillations excitées w proche 
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de pulsation propre du système excité wo, (p = 2w/n) ou lui égale et 
lorsque sont vérifiées les conditions déterminant la variation du para- 
mètre m (m > Mseui) pour la relation donnée entre les pulsations. 

La description mathématique de la résonance paramétrique dans 
les systèmes linéaires se fait à l’aide de l'équation différentielle li- 
uéaire à coefficients variables 


z + qu (x + pe (0) x = 0, 
où mp, (4) et w, (t) sont les fonctions périodiques du temps. En subs- 
tituant z = 2 exp { — 7 | 1 (t) dt} on transforme cette équation en 
celle de Hill de forme 


2+Wb(4)2=0, (4.1.9) 


où 1 (L) = Pa (+ (E)— + à (4): est une fonction périodique. 
L'équation de Mathieu 


y + w! (1 + m cos (pt)}y = Ù (4.110) 


est un cas particulier des équations de Hill. La théorie de ces équa- 
tions est élaborée bien à fond, on connaît aussi toutes les propriétés 
esscnliclles de leurs solutions celles-ci étant habituellement mises 
sous la forme 


=. cl(t)ent Leo,x(—t)e-}t, (4.1.11) 


où % (4) sont des fonctions bornées de période égale à celle de varia- 
tion du paramètre ou à la moitié de cette période et À. une quantité 
complexe dite exposant caractéristique dont la partic réelle détermi- 
ne si la solution est croissante ou non. L'analyse complète des solu- 
tions est mathématiquement une tâche assez ardue pour les cas linéai- 
res ct surtout pour les cas des problèmes non linéaires. Pour cette 
raison elle se ramène à la recherche des domaines des valeurs de la 
relation entre pulsations 2w,/p et des profondeurs de modulation m 
pour lesquels il existe des valeurs complexes À, et À. Alors, dans Île 
système peuvent se produire des oscillations croissantes, i.e. apparaît 
la résonance paramétrique. 

A. Andronov et M. Léontovitch ont calculé ces domaines des va- 
leurs pour les systèmes non amortis et amortis décrits par les équa- 


tions 
z+w° (1 + m cos (pt)) x = 0, 
y + 26y+ w (1 + m cos (pt)) y =0. 


Les résultats de leurs calculs sont graphiquement représentés fig. 4.3. 
On y voit qu'en présence des pertes dans le système les sommets 
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des domaines de l'instabilité parameétrique montent; ils se situent 
sur la droite qui fait un angle q — arctg (26) avec l’axe des abscis- 
ses. Les domaines hachurés correspondent à l'évolution croissante de 
pulsation © :-= np/2 & &, (n = 1, 2,3, .….). En dehors de ces do- 
maines, dans le cas du système conservatif on observe un processus 


T! 


Ut 


7 2 Ù) # 2% 
& / 


Fig. 4.3. Domaines de l'excitation paramétrique pour un système non amorti (a) 
et amorti (b) 


non amorti complexe et, dans le cas du système dissipatif, des oscil- 
lations amorties. A la frontière des domaines, il y a l'équilibre d’éner- 
gie. 
On voit également sur les graphiques que pour une valeur donnée 
de m, la largeur des domaines de l’excitation paramétrique pour di- 
vers numéros » est différente 
pour le système conservatif ou 
non conservatif. La largeur du 
domaine d’instabilité d'un même 
numéro du domaine est toujours 
plus petite dans le système 
oscillant dissipatif que dans celui 
conservatif. Plus ce numéro 
augmente, plus l’apport d'énergie 
au système est rare (p -— 2o/n, 
n —= 1,2, 3, ...)et à cause, de 
cela plus il faut augmenter la 
profondeur de modulation du pa- 
ramètre réactif afin d'obtenir la 
Fig. 4.4. Caractéristiques amplitude- même largeur du domaine de 
réquence dun syslème linéaire par l'excitation paramétrique. 
_ Si l’on représente les graphi- 
ques de la fig. 4.3 sous forme des 
caractéristiques amplitude-pulsation du système oscillant linéaire à 
exciter, ils auront la forme, pour m, et p, représentée sur la fig. 4.4. 
Comme on voit, les bandes d’excitation se rétrécissent avec l’accrois- 
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sement du numéro du domaine de l'instabilité nr ainsi qu'à cause 
de la dissipation présente dans le système (les bandes limitées par 
les traits interrompus). Il découle également de la fig. 4.4 que pour 
une valeur choisie de profondeur de modulation (du paramètre mn) 
et pour une valeur donnée d'amortissement 26 dans le système il ap- 
paraît impossible d’exciter les oscillations paramétriques dans le 
quatrième domaine de l'instabilité. | 

Il est maintenant nécessaire d'analyser le rôle que joue la non- 
linéarité dans le déroulement de la résonance paramétrique. Mème 
sans l'analyse ultérieure on voit clairement que la présence de la 
non-linéarité tout en apportant 
le non-isochronisme entraînera 
avec l’accroissement de l’ampli- 
tude d’oscillations la variation Lt) Ca) 
de la fréquence des oscillations 
propres du système et, par con- 
séquent, va perturber les condi-  yjig, 4,5. Schéma du circuit avec self 
tions de résonance et limitera variable dans le temps et condensateur 
l'amplitude des oscillations para- à ferro-électrique C (q) 
métriquement excitées. 

On a déjà vu comment le non-isochronisme se manifeste dans une 
résonance de force ordinaire (cf. fig. 3.25) et le temps est venu pour le 
considérer dans le cas de la résonance paramétrique. Essayons d’éclair- 
cir certaines particularités les plus essentielles du comportemont 
des systèmes qui nous intéressent en faisant des suppositions et des 
hypothèses qui ne sont point strictes mais qui permettent d'évaluer 
correctement le caractère de la résonance paramétrique dans plusieurs 
systèmes non linéaires. Pour plus de commodité on va considérer un 
système conservatif composé d’inductance et de condensateur ferro- 
électrique (fig. 4.5). Supposons que ce système soit le siège d'une tel- 
le variation d'inductance que 

L : 
Alors l'équation décrivant les oscillations dans le système 
à p -: 2w sera donnée par 


q+ [1 + m cos (2wt)] _ ue (q) = 0. 


Jin explicitant la dépendance wc (q) sous forme ue (q) — (1/C;) f (4) 
il vient 


q + [1 + m cos (2ut)] f (g) =0 (4.1.13) 


où wo, — 1/L5C, est la pulsation propre des oscillations pour les am- 
plitudes assez petites, f (q), la fonction décrivant la caractéristique 
non linéaire du condensateur. 
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Il est à noter qu'une équation identique aurait été obtenue à l'in- 
ductance constante mais à la variation périodique de la valeur de ca- 
pacité avec profondeur de modulation m selon la loi € (t) = Co/[1 +- 

+ m cos (2wt)l. 

Dans le cas d'un circuit à inductance non linéaire à la variation 
périodique de L ou de C on n'arrive pas à ramener l'équation qui le 
décrit à une forme aussi simple. Toutefois, le caractère général des 
phénomènes qui ont lieu dans un tel circuit reste le même si bien que 
pour simplifier on se limite à l'analyse approchée des solutions de 
l'équation (4.1.13). 

Cherchons la solution approchée sous forme de qg = a cos (wt) +: 
- b sin (@t), c'est-à-dire sous forme d'oscillation stationnaire 
(a — const, b = const) de pulsation égale à la moitié de la pulsation 
de la sollicitation paramétrique, ce qui correspond au premier 
domaine de l'excitation paramétrique. En substituant cette solution 
dans l'équation (4.1.13) il vient 


—aw° cos (ot) — bo” sin (wt) + 
+ © [1 + m cos (2wt)] f [a cos (wt) - b sin (wt)] — 0. 


En développant f (q) en série de Fourier et en ne conservant que les 
termes en cos (wt) et sin (wt) (le terme constant est nul en vertu des 
propriétés du condensateur non linéaires), établissons l'équation dont 
nous tirerons, en groupant les coefficients devant cos (œt) et sin (wt), 
lo système de deux équations 


O& (1+m/2) —aw-:0,  ©B4 (1 — 1/2) — bu -- 0. (4.1.14) 


Ici, comme auparavant, en remplaçant œf par T, on a 
JT 


Li = _ \ f (a cos t + bsin +) cos + dt, 


7 
JT 

Bi -- _ | f (a cos t + b sin t) sin t dt. 
PEL: 


D'où l’on peut déterminer l'amplitude d'une éventuelle solution sta- 
tionnaire À — V'a* +: b® et sa phase @ = arctg (a/b). La solution ap- 
prochée qg = a cos (wt) + b sin (wt) est, il est vrai, encore à soumet- 
tre à l’analyse de la stabilité afin de se prononcer sur sa réalité phy- 
sique ; de plus, on doit également étudier les chemins d’établisse- 
ment du phénomène. 

Considérons, en guise d'exemple, le cas où la caractéristique non 
linéaire de la capacité est donnée par 


f(a)=q+ "a. (4.1.15) 
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Dans ce cas , 
ae a+ as + À pad, Bed vb | va, 
el l'on est amené aux équations 
Te (a, “+ = vai + + vab?) ( 1 + _ m) — au? (), 
TD (b + _ v05 + . vaïb) 1 — + m — bin? 20, 
soit 
)°a (1 + + y4?) (1++ m ) — au  {), 
D (1 ++ v4) (1 me m) — be : - (1, 


+ 


(4.1.16} 


où À° = a® + D. 

Ce système admet la solution suivante: a — b = À = 0, ce 
qui correspond à l’absence dans le système du mouvement périodi- 
que stationnaire (état de repos). Cet état est celui d'équilibre possi- 
ble du système et sa réalisation aux valeurs données des paramètres du 
système ainsi que la nature de la force extérieure ne peuvent. prendre 
corps que sur la base de la considération de la stabilité de l’état en- 
visagé. L'analyse de la stabilité du système envers les petits écarts 
de l’état de repos conduit à l'équation linéaire aux coefficients pério- 
diquement variables (du type de l'équation de Mathieu). Pour cette 
équation, nous l’avons précisé (cf. fig. 4.3) au voisinage des valeurs 
69/© = 1.2.3, ...,n à m,s donnée, profondeur de modulation, 
existent les domaines déterminés des valeurs de w où l’état de repos 
devient instable et dans le système doit naître et accroître un proces- 
sus osillatoire de pulsations ©. 2&, 30. elc. 

Dans notre approche, nous n’allons tout d'abord considérer que 
la solution de pulsation &@ correspondant à la rupture des conditions 
de stabilité de l’élat de repos (a — b = 0) dans le premier domaine 
au voisinage de y = 6. 

Le système analysé admet aussi des solutions a 0, b -:1{) ou 
a =0.b #0. Le cas a 0, b Æ 0 est impossible car il conduit aux 
équations incompatibles. En admettant a Æ 0, b = O0 il vient 


d'où 


2. 4 &° =: 4 47 
4er — 1]. (4.1.17) 


La valeur À est d'autant plus grande que yest plus petit (y est le coef- 
ficient caractérisant le degré de la non-linéarité du système). 


144 OSCILLATIONS SOUMISES À UNE ACTION PARAMETRIQUI: ICI. 4 


Ce résultat est assez évident et découle des considérations quali- 
tatives. En effet, plus y est petit plus grande est l'amplitude des 
oscillations à laquelle la fréquence moyenne des oscillations propres 
variera par son non-isochronisme d'une valeur suffisante pour faire 
sortir le système du domaine de résonance paramétrique. 

L'amplitude A est réelle (4° >> 0) à y >> 0 dans le seul cas où 


&® 


Gars 170 


c'est-à-dire à ©/6, > 1” 1 + m/2, w > w) = &0}° 1 + m/2. Si a =- 
= 0, bZÆ0 la seconde équation de (4.1.16) fournit la solution 


D 
A2. Er ae (4.1.18) 


d'où l’on tire la condition d'existence de la solution réelle 
o/0, >V 1—-m2, o>u,:- &pÿ 1—m/2. 


Si le système à une non-linéarité de nature différente telle que 
y < 0 et, par conséquent, la fréquence moyenne des oscillations li- 
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Vig. 4.6. Courbes de résonance paramétrique A°(@*) pour un système conser- 
vatif non linéaire 


bres diminue avec l'accroissement de l'amplitude, alors pour les oscil- 
lations forcées produites par une action paramétrique on obtient 
deux expressions 


D 0e ne 0 
rl! sas 2 = aa J- (41.19) 


Représentons graphiquement les résultats obtenus. Rapportées 
aux axes des o* et des 4°, sur la fig. 4.6 sont données les dépendances 
décrites par (4.1.17), (4.1.18). 

Interprétons le caractère des processus dans le système étudié sol- 
licité paramétriquement avec une profondeur de modulation m 
donnée. Le système demeure au repos (i.e. il n’y apparaît pas d'oscil- 
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lation de pulsation &w) pour toutes les valeurs de 6 << ©, et © > a. 
Aux valeurs de &w situées dans l'intervalle de pulsations &, — 
il s'y amorce une évolution oscillatoire d'amplitude finie À qui dé- 
pend essentiellement du degré de la non-linéarité du système (de la 
valeur de y). Selon la nature de la non-linéarité (signe de y) à la va- 
riation ultérieure de w au-delà du domaine indiqué (le premier do- 
maine de l'excitation paramétrique 2@,4/p = w/w Æ 1) les oscilla- 
tions chutent jusqu’à zéro ou bien accroissent, alors que l’état du re- 
pos sur ces pulsations w redevient 
stable. Ainsi donc, sur l’exemple 
du calcul effectué, on voit le rôle 
restrictif de l'élément non li- 
néaire du système permettant 
d'obtenir des amplitudes finies 
(bornées) des oscillations excitées 
paramétriquement dans un sys- 
tème conservatif tout comme 
cela pourrait se produire dans un 
système conservatif non linéaire 


« 


soumis directement à l’action 


d "Le force. | | d Fig. 4.7. Courbes de résonance para- 
e non-1s0ochronisme U SyYS- métrique A (w) pour un système con- 


tème conduit à ce qu'à l’appa-  servatif non linéaire pour deux valeurs 
rition des oscillations paramé- du coefficient de non-linéarité (y: > y) 
triquement excitées sa fréquence tm 0,2 

propre varie avec l'accroissement 

d'amplitude si bien que le système gagne de lui-même la frontière 
du domaine correspondant de l'excitation paramétrique. Cela 
s'accompagne d’une diminution d'énergie apportée au système par 
le dispositif modifiant le paramètre et de cette manière l’accrois- 
sement d'amplitude se trouve borné. 

Si l’on se donne la pulsation de la sollicitation p = 2 et l’on 
admet que la valeur à régler dans ce cas considéré est &,, pulsation 
propre du système (pour des petites amplitudes), les relations obte- 
nues seront représentées sur le graphique de la fig. 4.7 dans les axes 
ow, et À. Les domaines de l'excitation paramétrique qui y sont repré- 
sentés pour y > 0 (courbes de résonance paramétrique) pour la rela- 
tion de fréquence étudiée correspondant au premier domaine de l’ins- 
tabilité de l'équation linéaire de Mathieu passent à y — 0 au domai- 
ne correspondant de la fig. 4.4. Ici, comme à la résonance excitée 
par une force on observe la déformation de la courbe de résonance pour 
le système conservatif linéaire et sa pente vers les fréquences plus 
grandes ou plus petites en fonction du signe de la correction non li- 
néaire, i.e. en fonction du type du non-isochronisme du système. 
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$ 4.2. Remarques d’ordre général sur les phénomènes 
de résonance dans les systèmes oscillants 


On a précédemment indiqué que le caractère du déroulement des 
phénomènes de résonance dans les systèmes oscillants à un degré de 
liberté varie profondément selon que le système étudié possède ou 
ne possède pas certaines propriétés non linéaires et l’on tient aussi 
compte du caractère de la sollicitation envisagée. Même si on se li- 
mite au cas de la forme sinusoïdale de celle-ci on rencontre de bien 
différentes propriétés des phénomènes de résonance lors des sollicita- 
tions directe (de force) ou paramétrique. Les paragraphes précédents 
ont traité des évolutions se déroulant sous l’action des sollicitations 
les plus simples dans les systèmes linéaires et non linéaires. 

Tout en simplifiant notablement la considération. l’idéalisation 
conservative a conduit dans plusieurs cas aux conclusions inapplica- 
bles aux systèmes réels. Mais, d'autre part, plusieurs caractéristiques 
d'une importance fondamentale des évolutions forcées dans les systè- 
mes non linéaires dépendent peu de la présence ou de l’absence des 
pertes (si celles-ci ne sont pas trop grandes, bien entendu) si bien que 
les conclusions sur les phénomènes de résonance au sein des systèmes 
conservatifs peuvent à quelques petites corrections près. être généra- 
lisées pour les systèmes non conservatifs. Compte tenu de ces remar- 
ques, considérons certaines particularités, déjà établies, des évolu- 
tions de résonance dans les systèmes non linéaires soumis à des solli- 
citations de types différents. Dans les systèmes non linéaires (à la 
différence des linéaires) soumis directement aux sollicitations sinu- 
soidales, les phénomènes de résonance s’observent pour plusieurs rela- 
tions de fréquence et non seulement à la coïncidence de la fréquence 
de sollicitation avec la fréquence propre du système. 

Dans le système linéaire à un degré de liberté la résonance (uni- 
que) s’amorce à 


P —= Go; 


où p est la pulsation de la sollicitation de force, w,, la pulsation pro- 
pre. 
Dans un système non linéaire les phénomènes de résonance sont 


possibles à 
Do — np, 


où nr peut prendre toute valeur entière positive 1, 2, . . . La possibili- 
té d’amorçage des évolutions de résonance aux différentes valeurs 
n se détermine par le type de non-linéarité du système. 

Par ailleurs, il convient de noter que dans un système non linéai- 
re (à la différence d'un système linéaire) même en idéalisation con- 
servative il y a limitation d'amplitude d'oscillations forcées. L’exis- 
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tence de cette limitation est due au non-isochronisme des oscilla- 
tions dans les systèmes non linéaires. 

Ce comportement spécifique des effets de résonance (y compris 
la forme des courbes de résonance) permet d'isoler de telles évolutions 
dans les systèmes linéaires en une catégorie particulière en les appe- 
lant ferrorésonance. Cela est dû à ce que ces évolutions sont observées 
le plus souvent dans les systèmes pourvus d'inductance à noyau de 
fer ou de condensateurs ferro-électriques. Les courbes de résonance à 
la ferrorésonance ont une telle ou telle forme spécifique en fonction 
du type de la non-linéarité, mais il se conserve une particularité prin- 
cipale due à l’absence d’une telle valeur de la fréquence excitatrice à 
laquelle, même dans un système conservatif, on aurait assisté à une 
augmentation infinie de l'amplitude. 

Sollicitées par une force, les oscillations forcées existent à toutes 
les relations entre la pulsation excitatrice p et la pulsation propre 
du système «, et s’amorcent à toute amplitude de la force excitatri- 
ce. À la résonance, il ne se produit qu’une augmentation correspon- 
dante de l’amplitude d'oscillations forcées. 

En abordant les effets de résonance excités par une sollicitation 
paramétrique, résonance paramétrique, notons aussi certaines de ses 
propriétés. Soulignons tout d’abord qu'à la sollicitation paramétri- 
que il existe une série de relations de fréquence, autres que pour l'ac- 
tion directe, amenant l’effet de résonance. Sous l’action de l’excita- 
tion purement paramétrique même le système linéaire génère les ef- 
fets de résonance pour &, Æ np/2 où n = 1,2,3, ... 

Ainsi donc il existe des domaines discrets de l'excitation paramé- 
trique des oscillations ou de la résonance paramétrique. 

Le cas non linéaire ne se distingue de celui linéaire que par la dé- 
formation des frontières de ces domaines aux amplitudes finies des 
oscillations excitées. Pour cette raison, pour les systèmes non linéai- 
res (à la différence des systèmes linéaires) on a toujours une ampli- 
tude finie des oscillations paramétriquement excitées et toujours à 
cause du non-isochronisme des oscillations. Par contre, dans les sys- 
tèmes linéaires placés dans les conditions de résonance paramétri- 
que, tout domaine de fréquence donne lieu à un accroissement infini 
de l'amplitude. Avec cela, pour que la résonance paramétrique ait 
lieu dans un système dissipatif il faut que l'amplitude excitatrice 
(profondeur de la modulation de paramètre m) soit supérieure à une 
certaine valeur de seuil différente selon les domaines de fréquence. 

Les évolutions de résonance dans les systèmes non linéaires exci- 
tées soit par une force soit par une sollicitation paramétrique sont 
caractérisées fondamentalement par l’asymétrie des courbes de ré- 
sonance due à la loi du non-isochronisme des oscillations du système 
cnvisagé. Cette propriété générale est inhérente aussi pour les systè- 
mes non conservatifs mais seulement à condition qu'au moins l'un 
de leurs paramètres conservatifs (à capacité d'énergie) dépende de 
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la variable principale, c'est-à-dire qu'il soit non linéaire selon la ter- 
minologie introduite (une capacité non linéaire, une inductance non 
linéaire, une rigidité non linéaire etc., par exemple). 

Pour les systèmes non linéaires (à la différence des linéaires) le 
principe de superposition est inapplicable aussi est-il impossible 
de séparer, dans une évolution résultante, les composantes excitées 
par les composantes isolées de la sollicitation extérieure. Cette cir- 
constance complique à l'extrême l'analyse des processus forcés dans 
les systèmes non linéaires même en approximation conservative et 
rend non tout à fait correct l’examen du cas de l’action directe de la 
force sans l'analyse de l’action simultanée sur les paramètres du sys- 
tème. En effet, si l'on admet que l'évolution périodique forcée due 
à la sollicitation directe excite, à son tour, la variation périodique 
des paramètres du système non linéaire, alors il devient clair que les 
effets de résonance peuvent avoir un caractère très compliqué. Les 
relations de fréquence propres à la résonance seront données par les 
conditions des résonances non linéaires directe ou paramétrique. Ces 
circonstances ne permettent pas d'appliquer aux systèmes non linéai- 
res la séparation complète des deux types mentionnés des effets de 
résonance. De ce fait, il apparaît rationnel, tout en séparant le cas 
d'une résonance purement paramétrique, ne pas lui opposer celui de 
résonance de force, ou directe, pour le système non linéaire. On peut 
seulement classifier les types de sollicitation définis par différentes 
méthodes d'apport de l'énergie dans le système, ce qui est détermi- 
nant pour le déroulement des évolutions de résonance. 

Dans un système conservatif soumis à une sollicitation directe la 
force excitatrice à chaque instant donné est équilibrée par les forces 
élastiques et d'inertie et, par conséquent, la force excitatrice produit 
un travail et contribue ainsi à l'augmentation de l'énergie oscilla- 
toire pendant les seuls processus non stationnaires. Cela se passe à 
l'amplitude d'évolution forcée inférieure à sa valeur stationnaire dé- 
finie par les relations de fréquence données et par les paramètres du 
système. Dans ce cas l'intégrale du travail de la force excitatrice par 
période n'est pas nulle. Une fois la valeur stationnaire de l’amplitu- 
de atteinte, le travail de la force excitatrice par période devient nul 
si bien que dans le système conservatif l’évolution ultérieure ne s'ac- 
compagne pas de variation de la réserve de son énergie oscillatoire. 

Dans le seul cas de la linéarité du système pour w, = pil n'exis- 
te pas d'amplitude finie du mouvement forcé stationnaire, mais il y 
aura l'accroissement continu d'amplitude d'oscillations forcées et 
l'accroissement correspondant de la réserve d'énergie oscillatoire du 
système grâce au travail effectué par la force extérieure. C'est ce que 
nous appelons résonance linéaire dans un système conservaltif. Il est évi- 
dent que le caractère de son déroulement change fondamentalement 
si l’on introduit tout amortissement aussi petit qu'il soit. Si les 
conditions de résonance ne sont pas remplies, la prise en considéra- 
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tion d'un petit amortissement ne doit apporter que de petites correc- 
tions quantitatives. 

Ainsi, sous l’action directe, l’énergie des oscillations forcées se 
crée aux dépens du travaildirect de la force extérieure lors du mouve- 
ment du système. À la sollicitation paramétrique l'accroissement de 
la réserve d'énergie oscillatoire s'effectue avec transformation de 
l'énergie d’une espèce en une autre. Par exemple, le travail mécani- 
que mis en jeu lors de la variation correspondante du condensateur 
(lors de la modulation de sa capacité par écartement ou rapproche- 
ment périodiques des armatures) entraîne la variation de la réserve 
de l’énergie électrostatique et de l’énergie totale des oscillations élec- 
triques dans le circuit oscillant électrique. L'intégrale de ce travail 
à la sollicitation périodique n’est pas nulle (supérieure à zéro) sur 
les pulsations de la sollicitation au voisinage du remplissement exact 
des conditions 


D np net ses 


ce qui correspond sur ces fréquences à la présence d’une évolution 
forcée croissante. C'est notamment la résonance paramétrique, ct 
les domaines des fréquences, à l’intérieur desquels le travail des 
forces extérieures dépensé pour la variation périodique du paramètre 
produit l’accroissement de la réserve d'énergie du système, sont. des 
domaines de résonance paramétrique. 

Dans un système linéaire, l’accroissement de l'amplitude des 
oscillations paramétriquement excitées n’est pas limité pour toutes 
les relations de fréquence appartenant aux domaines de résonance 
paramétrique. La vitesse d’accroissement de l'amplitude des oscilla- 
tions est différente pour différents domaines et à l’intérieur de cha- 
que domaine varie depuis la valeur maximale à la réalisation exacte 
de la relation de fréquence 


Oo — np/2 


LD 


à zéro à la frontière des domaines. En dehors des limites de ces do- 
maines Île travail de la sollicitation extérieure en une période est nul 
et la présence de la sollicitation n'entraîne que la modification cor- 
respondante de la forme des oscillations propres si elles existent dans 
le système conservatif considéré aux conditions initiales données. 

Comme on l’a montré sur quelques exemples (cf. fig. 4.6 et 4.7) 
dans les systèmes non linéaires, même en approximation conserva- 
tive, il ne se produit pas d'accroissement illimité des oscillations pa- 
ramétriquement excitées car le non-isochronisme inhérent aux systè- 
mes non linéaires conduit avec l'accroissement de l'amplitude des 
oscillations à la rupture des relations de phase et de fréquence requi- 
ses et à la cessation d'apport d'énergie au système du côté du méca- 
nisme modifiant le paramètre et, partant, à l'établissement d’une am- 
plitude déterminée des oscillations forcées. 
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Comparons les propriétés essentielles des résonances de force et 
paramétrique. 

1. La résonance de force est excitée à p Æ wo, ou à ñrp Æ &, (dans 
un système non linéaire), mais les oscillations forcées existent à tou- 
te pulsation excitatrice p. Dans le cas de la résonance paramétrique 
il n’existe que des intervalles de pulsations limités autour de la rela- 
tion exacte p — 2w0/n à l'intérieur desquels apparaissent des oscil- 
lations paramétriquement excitées. 

2. Une force excitatrice quelle que soit son intensité peut amor- 
cer une résonance de force. Pour qu'il y ait la résonance paramétri- 
que dans un système non conservatif il faut que l'intensité de la sol- 
licitation soit supérieure à une certaine valeur de seuil. 

3. En vertu de l'existence de la valeur de seuil de l’amplitude de 
la sollicitation paramétrique dans un système non conservatif il y 
a un nombre restreint d’intervalles de fréquences à l’intérieur des- 
quels se réalise la résonance paramétrique. 

4. Le système linéaire non conservatif en résonance de force se 
caractérise toujours par une amplitude d'oscillations bornée, les per- 
tes croissant plus vite que l'apport d'énergie. 

5. Dans un système linéaire non conservatif à la résonance para- 
métrique il se produit un accroissement d'amplitude illimité car l'ap- 
port et les pertes d'énergie sont proportionnels au carré de l'amplitu- 
de et c’est seulement dans le système non linéaire que se réalise la li- 
mitation des oscillations. 


$ 4.3. Propriétés des systèmes actifs et régénération paramétrique 


11 découle déjà de la théorie générale de la résonance paramétri- 
que qu'en modifiant périodiquement le paramètre réactif (à capacité 
d'énergie) sous certaines relations entre la fréquence sollicitant le 
paramètre et la fréquence propre du système il est possible de réali- 
ser un processus croissant en amplitude, c’est-à-dire d'assurer l'aug- 
mentalion d'énergie des oscillations du système. Pour cette raison 
les systèmes oscillants subissant une certaine action paramétrique 
peuvent être rapportés à la classe de systèmes oscillants actifs. 

On appelle système oscillant actif le système dans lequel il se pro- 
duit, constamment ou pendant des intervalles de temps déterminés 
(par exemple, au cours d'une partie de la période d’oscillations), 
l'augmentation de l'énergie d'oscillations aux dépens d’une source 
d'énergie incorporée au système envisagé. 

On peut se représenter l'apport d'énergie oscillatoire dans le sys- 
tème aux dépens de celle d’une source comme le processus d’une 
compensation partielle ou complète des pertes dans le système. Ce 
processus pour un type donné de mouvement (par exemple, pour les 
oscillations de fréquence et de forme données ou pour une large classe 
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déterminée de types d'oscillations) aux dépens des propriétés du systè- 
me est appelé régénération. 

Pour assurer la compensation des pertes ou la réserve d'énergie 
oscillatoire le système doit être pourvu d’une source intérieure com- 
binée avec uu dispositif transformant l'énergie de cette source en une 
forme requise (une pile avec une lampe électronique, une pile avec 
une diode à effet tunnel, une source de courant avec un tube à gaz, 
un générateur de tension ou de courant de fréquence déterminée pro- 
voquant la variation dans le temps du paramètre à capacité d'éner- 
gie, etc.). 

On utilise souvent dans la description physique et mathématique 
des systèmes actifs la notion de « résistance négative ». Si l'on se 
limite au cas des oscillations sinusoïdales la puissance des pertes 
(puissance dissipée) peut s’écrire sous forme de W = Ri*/2, où R > 0. 
On peut désigner exactement de la même façon la puissance 
apportée dans le système compencçant les pertes, il faudra alors ad- 
mettre que la résistance R _ est inférieure à zéro. Dans ce cas R- 
traduit l'action d'un des mécanismes concrets éventuels pompant de 
l'énergie dans le système étudié. 

Donc, la résistance négative diminue la résistance totale du cir- 
cuit. Supposons avoir une chaîne constituée de À et de R_ montées 
en série ; alors la résistance totale du circuit sera 


Re==R—R.. 


Comment peut-on créer dans les systèmes oscillants une résistan- 
ce négative par voic de sollicitation périodique d'un paramètre quel- 
conque du système ? En considérant au $ 4.1 la variation par saut 
de la capacité dans un circuit oscillant doté de ZL, R, C nous avons 
trouvé qu à la variation de la capacité avec la phase appropriée 
deux fois par période d’oscillations, l'apport d'énergie dans le système 
par période cst égal à (g5/2C,)- 4m où q est l'amplitude de la charge 
de la capacité, C,. la valeur moyenne de capacité, m. la profondeur 
de Ia modulation de la capacité. 

L'apport paramétrique d'énergie au système peut formellement 
étre égalé aux pertes « négatives » d'énergie dans le circuit par pério- 
de d’oscillations : on obtient alors 

+ — 4äm =7kR_qv, 


d'où l'on déduit la résistance négative 
= — = — Ù = — LS 
R- p, où p=} G- (4.3.1) 
Ainsi, dans un circuit oscillant avec paramètre réactif périodi- 


quement variable pour les relations de fréquence et de phase données il 
se produit la régénération décrite formellement par l'introduction 
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d’une résistance négative R-; le circuit oscillant représenté sur la 
fig. 4.1 peut être associé au circuit équivalent de la fig. 4.8. L'énergie 
apportée dans le système est puisée du mécanisme effectuant la va- 
riation périodique du paramètre réactif. Ce type de régénération est 
habituellement appelé régénération paramétrique. 

A l’aide d’une action paramétrique on peut agir sur les oscilla- 
tions forcées dans le circuit oscillant. En particulier, lors de la régé- 
nération paramétrique le système peut fonctionner soit comme ampli- 
ficateur paramétrique, soit comme générateur paramétrique, ce qui 
est déterminé par la relation entre la résistance ohmique R et celle 


Fig. 4.8. Schéma équivalent d’uncircuit Fig. 4.9. Schéma équivalent d'un 
avec régénération circuit régénéré soumis à l'action exté- 
ricure 


négative R_. Lors de l’amplification paramétrique R>R., lors de 
l'excitation paramétrique (génération) R << R.. 

Considérons un circuit de résonance en série linéaire (fig. 4.9) 
comportant, outre la résistance ohmique, la résistance négative R- 
due à la régénération paramétrique ; de plus, le circuit est attaqué par 
une force extérieure u = Ü, cos (pt). Nous supposons que les oscilla- 
tions propres dues à l'action initiale de la force extérieure et du mé- 
canisme de variation du paramètre réactif s’amortissent au bout d'un 
certain temps et il ne restera dans le système que les oscillations for- 
cées régénérées de fréquence excitatrice. À la résonance, l’amplitude 
du courant, on le sait, est égale à 

E 
Le 
D'où il vient que l'introduction de la régénération conduit effecti- 
vement à l'accroissement de l'amplitude de résonance du courant 
dans le circuit. C’est en cela que consiste le principe de fonctionne- 
ment des amplificateurs régénérateurs des diverses classes, y compris 
les amplificateurs paramétriques. 

La puissance dégagée dans la résistance W — !/,RI° augmente 
dans le circuit régénéré car W, = !/,R [U,/(R — R_)}? alors que 
sans régénération elle était égale à W, = 1/,R (U,/R})°. On obtient 
ainsi 


= (+) (4.3.2) 
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et, par conséquent, W,/W, > 1. Donc, dans un circuit linéaire par- 
tiellement régénéré (R > R_) il se produit l’amplification des oscil- 
lations introduites de l'extérieur. L'introduction de la résistance 
négative conduit à l'augmentation de l'énergie prélevée de la source. 

Pour réaliser la régénération paramétrique dans un circuit oscil- 
lant on peut modifier dans le temps non pas la capacité C, mais le 
second paramètre réactif, l’inductance Z. Dans ce cas, l'expression 
pour la résistance négative sera la même qu’à la variation de la ca- 
pacité, soit 


2m FA 2m : _. AL 
en Es CE 


Les expressions précédentes de la résistance négative dans une 
régénération paramétrique ont été obtenues en supposant optimale la 
rhase de variation du paramètre lors de la variation double en une 
période d'’oscillations, c'est-à-dire dans le premier domaine d’excita- 
tion paramétrique. Il est évident 


que les relations de phase entre uG) 

les oscillations existant dans le 

système régénéré et la force mo- L cê 
difiant le paramètre réactif (réac- 4 


tifs) du système influent nota- 

blement sur la marche des ad Fig. 4.10. Schéma d'un circuit oscil- 
cessus et Ja nature de la régéné-  jant linéaire avec capacité périodique- 
ration paramétrique. ment variable et soumis à l'action 

Afin d'illustrer les particula- extérieure 

rités ci-mentionnées de la régéné- 

ration paramétrique, considérons le système linéaire représentant un 
circuit oscillant série doté de capacité périodiquement variable C (t} 
sur lequel est branchée une force extérieure u (t) (fig. 4.10). Supposons 
que la capacité du condensateur varie selon la loi 


Co 


Ce 1-+m cos (2owt) * 


et l'expression de la force extérieure s'écrit sous la forme 


u (t) = P, cos (pt) + Qo sin (pt), 


pour tenir compte du déphasage entre la force extérieure et le pom- 
page, mécanisme qui fait varier la capacité du condensateur dans le 
temps. L’équation du mouvement dans un tel système oscillant peut 
s'écrire sous la forme 


d*q dq 1 _ 
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En introduisant la charge adimensionnée x = g/q et le temps adi- 
mensionné t = wf il vient 


z+ 202 + (1 + m cos 27) x — P cos (Lx) + Osin (+ r) , (4.3.3) 


Où 20 = R/Lw, P = P,/(Law*), Q = Qo/(Laqo®*). 

Si l’on se limite à l'étude des phénomènes oscillatoires dans le 
premier domaine d’instabilité, il est alors nécessaire d'admettre que 
la pulsation de la force extérieure p est proche de la moitié de la pul- 
sation de variation du paramètre 26, i.e. p Æ & et qu'à son tour la 
pulsation propre «, est proche de w, i.e. © Æ 4, ; on peut alors écri- 
re que p/o — À + À où À est une petite quantité. 

Pour simplifier la solution du problème et l’analyse des résultats, 
admettons que © —= up, l'équation prend alors la forme 


z+20r+ (1m cos2t) r= P cos[(1+ A) T] + Q sin [(1+ A) r]. 
(4.3.4) 


L'analyse ultérieure concerne deux cas qualitativement distincts. 
Le premier d’entre eux est dit cohérent et se rapporte à la situation où 
la pulsation de la force extérieure est exactement égale à la moitié de 
la pulsation de variation du paramètre, soit p — w (A = 0). Bien 
sûr, cette relation entre les pulsations n’est liée qu’au premier domai- 
ne d'instabilité; pour les autres domaines d'instabilité en conformi- 
té avec leurs numéros sont nécessaires d’autres relations entre la pul- 
sation de la force extérieure p et la pulsation de la variation du para- 
mèêtre. 

Si l’on omet l'étude des processus d'établissement et ne s'intéres- 
se qu'aux états stationnaires la solution de l'équation obtenue peut 
être trouvée par méthode d'équilibre harmonique en posant x — 
= u COS T + » sin t où u = const, v — const. Alors, en calculant 
la première et la seconde dérivées 


= —4U Sin T + LV COS T, ZT = —U COS T — VSINT 


et en les substituant ensemble avec l'expression x = u cos T& + v sin + 
dans l'équation (4.3.4) pour A = Oil vient un système de deux 
équations algébriques linéaires en uv et v. Leur résolution conduit à 
l'expression 

5 160%+m°?+8mŸ sin 29 


A? = u® + DT Goma a (4.3.0) 


où p? = P° + Q°, @ = arctg (P/Q). Ici par p est désignée l’amplitude 
de la force extérieure agissant sur le système oscillant. 

Dans l'expression obtenue du carré de l’amplitude des oscilla- 
tions forcées dans le circuit soumis à l’action paramétrique cohérente 
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on voit clairement le rôle joué par les relations de phase entre la for- 
ce extérieure et la force qui fait varier le paramètre réactif. 

En effet, pour @ = 11/4 l'amplitude maximale des oscillations 
forcées dans le circuit est égale à 


V p2 2 
CS +Q 
Amax = 35 =mfe — 20m (4.3.6) 
i.e. l'amplitude des oscillations forcées (m >> 0) augmente par rap- 
port à celle qui était en l'absence de la modulation du paramètre 
(m — 0). Cela équivaut à l'introduction dans le système d'une résis- 
tance négative et l'on est en présence de la forte résonance paramé- 
trique. 

Po p — —7/4 on obtient l'amplitude minimale des oscilla- 
tions forcées dans le circuit (résonance paramétrique faible) 


P V pr+@ 


20 m/2  20-Em/2 (4.3.7) 


Amin = 
La valeur de 2Ÿ caractérisant ici les pertes dans le système, l'aug- 
mentation du dénominateur d’une quantité m/2 conduit à la dimi- 
nution de l'amplitude des oscillations forcées par rapport à l'ampli- 
tude qui était en l'absence de modulation du paramètre (m = Ü). 
A cette relation de phase une partie d'énergie des oscillations forcées 
est prélevée de la source du signal extérieur et est transmise au méca- 
nisme de pompage. Cela équivaut à l'introduction dans le circuit 
oscillant d’unc résistance positive additionnelle diminuant l’ampli- 
tude de la charge (du courant) dans le circuit, ce que l’on peut décrire 
en introduisant 20equiv = 20 +- m/2. 

Ainsi donc en fonction de la relation entre la phase de l'action 
sur le paramètre et celle du signal à amplifier dans le système, on 
obtient la régénération paramétrique ou dégénération paramétrique 
du système. Ce principe peut servir de base aux systèmes de sélection 
de phase. 

Examinons le cas incohérent de l’'amplification paramétrique. Le 
désaccord À n'étant pas alors nul le second membre de l'équation 
différentielle (4.3.4) comprendra la force extérieure sous la forme 


P cos [(1 + A) t] + Q sin [(4 + A) rx] = P (cos + cos AT — 
— sin Atsin t) + Q (sin + cos AT + sin AT cos t) — 
= P" (rt) cos t + Q' (t) sin t. (4.3.8) 
Du fait de la petitesse du désaccord (A << 1) les amplitudes P’(x) 


et Q'(t) varient peu pendant une période d’oscillation fondamentale. 
Pour cette raison, à chaque instant le processus de la sollicitation 
paramétrique des oscillations forcées peut être posé comme approxi- 
mativement stationnaire et l’on peut appliquer au calcul des ampli- 
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tudes les expressions précédemment obtenues pour le cas station- 


naire. Ceci étant, on peut malgré que P” (x) et Q” (t) varient lente- 
ment dans le temps, calculer le déphasage entre la force extérieure 
et le pompage à chaque instant en se servant toujours de la formule 
o(t)= arctg ED. (4.3.9) 

Q" (x) 
D'où l'on voit que æ (x) est aussi une quantité variable en temps 
et, soulignons-le, lentement variable. De telle sorte que le système 
analysé passera par toutes les valeurs possibles du déphasage entre le 
signal à amplifier et le pompage, 
À y compris par les valeurs aux- 
| quelles l’amplitude atteint ses 
maximum et minimum, autre- 
ment dit le système passera 
alternativement de la résonance 
forte à celle faible, puis de 
nouveau à la résonance forte, et. 
ainsi de suite. Il s'ensuit une 
modulation en amplitude de 
l’oscillation forcée de fréquence 
2Aw. Pendant une période il se 
produit dans le système deux fois 


20-p © p Zo 


Courbe de résononce dy cfreuil 


Fig. 4.11. Diagramme de répartition 
des pulsations dans un amplificateur 
paramétrique incohérent 


la résonance paramétrique forte 
et deux fois la résonance paramé- 
trique faible. Une telle oscilla- 


tion modulée en amplitude peut 
être représentée comme les battements de deux composantes sinu- 
soïdales de fréquences voisines et d’amplitudes constantes. 

Ce cas est représenté sur le diagramme de fréquence de la façon 
suivante (fig. 4.11). Ici, dans la bande passante du circuit étudié 
se situe la somme de deux composantes de pulsations de force exté- 
rieure p et la différence entre la pulsation de pompage et la pulsation 
de la force extérieure 26 — p. On voit également avec la fig. 4.11 
que la pulsation de pompage 2w se place loin des limites de trans- 
parence du circuit envisagé. 

Ainsi, dans un cas incohérent le système est le siège de deux 
composantes sinusoïdales voisines qui en s’additionnant donnent 
des battements. Si l'énergie sommaire de ces oscillations composées 
est supérieure à l'énergie des oscillations forcées simples pour m = 0, 
ces systèmes peuvent servir de base pour construire les amplifica- 
teurs régénérateurs. Les calculs numériques élémentaires montrent 
aisément qu'à la résonance paramétrique forte le système reçoit une 
énergie plus grande que l'énergie prélevée à la résonance paramétri- 
que faible. 
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Ce type d'amplificateurs paramétriques est le plus utilisé car le 
signal reçu faible à amplifier paramétriquement est de principe 
incohérent au signal de l'oscillateur de pompage local. 

L'amplificateur paramétrique de régénération fonctionnant sur 
la base de principe de compensation des pertes aux dépens d'apport 
dans le système d’une certaine résistance négative est, en principe, 
capable de réaliser une amplification infinie. En effet, à la résonance 
forte, grâce à l'apport d'énergie les pertes sont partiellement com- 


pensées dans le système et pour V p: + Qf = const l'amplitude de 
courant /{, augmente si bien que la puissance dégagée dans la charge 
W = Ren13/2 croît. Parailleurs, la source doit verser dans le système 
une puissance croissant indéfiniment (oscillateur de tension parfait). 

Dans le cas plus proche de la réalité où la puissance de la source 
du signal est limitée (la résistance interne de la source est supérieure 
à zéro) l’amplification peut être réalisée par augmentation de la 
résistance de charge Ren à la régénération paramétrique correspon- 
dante du système, lorsque 


206quiv — 20 — m/2. 


Dans ce cas la puissance additionnelle provient seulement de Îla 
variation du paramètre réactif (pompage). 

Donc, lorsque le système fonctionne en amplificateur paramétri- 
que (c’est-à-dire en régime de sous-excitation où m << Mmyeun) la forme 
primitive du signal sinusoïdal dans le cas cohérent se conserve et il 
n'y a que l'augmentation de sa puissance. Dans le cas incohérent on 
a aussi l’augmentation de la puissance, mais la forme du signal ne se 
conserve plus et au lieu d’une oscillation sinusoïdale à une compo- 
sante spectrale on obtient un signal complexe de deux composantes 
harmoniques observé comme un signal quasi harmonique d’amplitu- 
de périodiquement variable. Ce processus d'amplification dans le cas 
incohérent peut être formellement décrit à l’aide d’une notion de 
résistance négative périodiquement variable (d’une certaine valeur 
de la résistance négative jusqu’à la valeur proche de la résistance 
morte du circuit oscillant). 


$ 4.4. Caractéristiques principales 
des amplificateurs paramétriques à un circuit 


Il a été montré au paragraphe précédent qu’en utilisant la régéné- 
ration paramétrique d’un circuit électrique on arrive à réaliser un 
amplificateur d'oscillations électriques. 

L'avantage de ces amplificateurs paramétriques consiste en ce 
qu'ils permettent d’amplifier les signaux en apportant dans la chaîne 
d'amplification seulement de faibles bruits propres. Un amplificateur 
paramétrique typique est un circuit oscillant refroidi jusqu'à de bas- 
ses températures dont un paramètre réactif, par exemple la capacité, 
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est périodiquement variable dans le temps. Le niveau de bruits ther- 
miques dans un tel système peut être rendu minimal. 

Les premières expériences sur la résonance paramétrique remon- 
tent aux années 30; on faisait déplacer, de façon mécanique, un 
noyau ferromagnétique à l’intérieur d'une bobine d’inductance d'un 
circuit de résonance. En mettant à profit la dépendance non linéaire 
entre l’aimantation du noyau et le courant traversant l’enroulement 
auxiliaire on pouvait, par voie électrique, modifier le paramètre réac- 

tif du circuit. Ce principe a 
CA été utilisé à l’époque dans les 
machines paramétriques (géné- 
rateurs) premières au monde 
construites par Mandelstamm 
ct Papaleksi. Mais, du fait de 
grandes pertes inévitables ducs 
à la boucle d’hystérésis et de 
basses fréquences mécaniques 
du déplacement du noyau il 
a été, ces années, impossible 
de réaliser la régénération 
paramétrique dans la gamme 
de radio-fréquences dans des 
Fig. 4.12. Caractéristiques des diodes à buts pratiques. 
semi-conducteur Un progrès notable dans ce 
domaine et dans la théorie des 
phénomènes paramétriques que nous devons à l’école de Mandelstamm 
et de Papaleksi a été réalisé aux années 50 lorsqu'on a mis en œuvre 
de nouveaux matériaux magnétiques (ferrites) et des diodes paramé- 
triques à semi-conducteur. Les caractéristiques volt-ampère et voll- 
farad d’une diode à semi-conducteur sont données fig. 4.12. On 
y voit que dans le sens non conducteur (u << 0) il n’y a pratiquement 
pas de courant dans la diode et la capacité varie facilement en fonc- 
tion de la tension appliquée à la jonction p — n. Cette circonstance 
permet de commander très simplement la capacité de cette jonction 
en lui appliquant les tensions continue et alternative. Lorsque la 
tension s'approche de la différence de potentiels de contact mp, l’épais- 
seur de la jonction p — n s’annule, alors que la capacité de la diode 
devient infiniment grande. Ainsi il y a une certaine dépendance non 
linéaire entre la capacité de la diode et la tension et, par conséquent, 
entre la charge du condensateur et la tension q (u). 

Appliquons à la capacité non linéaire une tension de pompage u, et 
la tension du signal u, à amplifier, lorsque u,< u,. On peut alors 
he en série au voisinage du point u, la fonction q = f (u) 
charge): 


q=f(u)=f(un)+<E)  u+... 
P 
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Si l’on s'intéresse aux oscillations périodiques de fréquence distincte 
de celle de pompage, c'est-à-dire de fréquence de signal, alors 


G=- u,—=Cau,. (4.4.1) 
P 


La grandeur Cy = Ôf/ôu | u-up À la dimension de la capacité, 
toutefois, à la différence de la capacité ordinaire, elle s'appelle 
capacité différentielle et dépend du choix du point de travail sur la 
caractéristique volt-farad, soit 


C2 Fa LL (4.4.2) 


alors que la capacité ordinaire € = q/u. On doit en lenir compte 
dans les calculs lors de la composition des équations de Kirchhoff 
pour les réseaux à paramètres 


réactifs variables où la charge R CG) | 
est égale à ë. 
u 
q = Ca du. Ce 


ll 
| — Fig. 4.13. Schéma équivalent d'une 

Les diodes paramétriques (DP) diode paramétrique 
se caractérisent par une inertie 
cxtrèmement faible : la dispersion y est absente jusqu'aux fréquences 
de l’ordre de 10!1 Hz. Lors du calcul des amplificateurs (générateurs) 
paramétriques la diode paramétrique est remplacée par un schéma 
équivalent représenté fig. 4.13 valable pour la plupart des types de 
DP pour toutes les gammes de fréquences de service, y compris les FS. 
Ici R figure la résistance des pertes, C., la capacité de la capsule 
de montage. L, l’inductance parasite des entrées. Dans la gamme de 
FS les paramètres typiques des DP sont les suivants: Ca: de 1 à 
0,1 pF, R: de 140 à 1 Ohm, L & 0 nl, C,: de 1 à 0,5 pF (les secon- 
des valeurs se rapportent aux diodes de haute qualité). 

Pour les jonctions étroites du germanium p —n la fonction 
Ca(u) se laisse approximer par l'expression 


ne = 
Ca = To (4.4.3) 
où k & 2 et dépend du type de semi-conducteur et de la technologie 
de sa fabrication. 

En calculant les amplificateurs paramétriques il faut donner 
les dépendances q (u) ou u (q). La première dépendance s'obtient en 
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utilisant l'expression de la charge par la capacité différentielle, i.e. 


u tu d | k 
qg—= ( Ca du= C5 \ us = 2Cojpcel1—(1— u/p.)!/?]. (4.4.4) 


0 (h] 


D'où par transformations algébriques simples on trouve sans peine 
l'expression de u = u (q): 


u = (g/Cs) (1 — Bag), (4.4.5) 


où le coefficient de la non-linéarité 8 —= 1/(4Copc). 

En donnant la tension de pompage u, relativement grande et la 
tension du signal u, petite, il est possible de réaliser une variation 
non linéaire de la capacité C4 en fonction de u,. La supposition que 
u,< un est justifiée par l'utilisation comme éléments des ampli- 
ficateurs paramétriques des systèmes oscillants à grand facteur de 
qualité. Le circuit y est accordé sur la fréquence voisine de celle 
du petit signal (à amplifier) et il ne réagit pratiquement pas sur la 
fréquence d’oscillation de pompage. On peut alors admettre, en 
approximation zéro, que la tension de pompage modifie (module) 
dans le circuit le seul paramètre réactif et pour cette raison n’est 
amplifiée que l’oscillation forcée sur la fréquence de laquelle est 
accordé le circuit de l’amplificateur paramétrique. Dans la bande 
passante (de transparence) du circuit se situent, dans le cas général, 
deux oscillations harmoniques voisines, l’une de pulsation de Ja 
force extérieure p, l'autre de pulsation différentielle, ©, — p = 
= 20 —pÆ D. 

Les amplificateurs paramétriques à un circuit possèdent une 
amplification de 20 à 30 dB par étage ; la température équivalente de 
bruit peut être portée à quelques dizaines de degré de l’échelle Kelvin, 
la largeur de la bande passante de l’amplificateur peut atteindre 10 
à 15 % de la fréquence du « signal ». Il est clair que tels amplifica- 
teurs paramétriques ne sont pas capables d'amplifier des signaux de 
forme complexe dont le spectre contient l’ensemble de fréquences de- 
puis la fréquence nulle (proche de zéro) à une certaine fréquence 
élevée. 

Pour amplifier ce genre de signaux (vidéosignaux) on doit utili- 
ser une autre variété d'amplificateur paramétrique. Le principe de 
fonctionnement d'un amplificateur paramétrique de vidéosignaux est 
basé sur la possibilité de la modulation avec la fréquence du signal 
d'un paramètre réactif du circuit oscillant où sont engendrées les 
oscillations pilotées par un oscillateur extérieur. Analysons le fonc- 
tionnement d’un amplificateur paramétrique des vidéosignaux sur 
l'exemple de l'amplificateur paramétrique des vidéosignaux avec le 
noyau magnétique (de ferrite) dans une bobine d’inductance d'un 
circuit oscillant parallèle. 
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Si le champ magnétique est créé par le courant traversant l’enrou- 
lement assis sur le noyau ferromagnétique, alors sa perméabilité 
magnétique est fonction de ce courant. Dans ce cas la perméabilité 
magnétique différentielle 14 — 0B/0H du noyau sollicité par un 
champ magnétique supplémentaire H (prémagnétisation) a la forme 
représentée fig. 4.14. Comme on le voit, le courant (champ magnéti- 
que supplémentaire) influe sur l’inductance de l’enroulement Z, ce 
qui conduit au réaccordement du circuit oscillant en fréquence. Un 
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Fig. 4.14. Courbe de variation de la Fig. 4.15. Principe de fonctionnement 
perméabilité magnétique différentielle d’un amplificateur avec modulation 
d'un noyau de de en fonction du et démodulation 

champ 


tel réaccordement du circuit où sont entretenues des oscillations for- 
cées de haute fréquence conduit à la modulation par le signal de 
l'amplitude de ces oscillations forcées (fig. 4.15) et après leur démo- 
dulation permet d'obtenir un signal amplifie. 

En effet, supposons que sur un même noyau ferromagnétique se 
disposent deux enroulements — de circuit et de signal, et supposons 
que le circuit oscillant parallèle est traversé par un courant sinusoï- 
dal (de pompage), fourni par l'oscillateur extérieur. La fréquence 
de ce dernier peut varier au voisinage de la fréquence de résonance 
du circuit et dépasser fortement (de 5 à 10 fois) la fréquence du 
signal. La modulation de l’inductance par le signal modifie l'ac- 
cord du circuit (le circuit subit le « réaccord »), ce qui a pour con- 
séquence tant la variation du niveau de pompage dans celui-ci 
(modulation d'amplitude) que la variation dans le temps du dépha- 
sage entre le courant du circuit et le courant de l’oscillateur exté- 
rieur (modulation de phase). Les modulations d'amplitude et de 
phase, porteuses d’information, peuvent être isolées à l'aide de 
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démodulateurs d'amplitude et de phase. La modulation d'ampli- 
tude et de phase du courant de pompage sera d'autant plus efficace 
que la qualité du circuit sera plus haute et la profondeur de la modu- 
lation par signal d’inductance plus importante (c'est-à-dire, que la 
sensibilité du dispositif est plus grande). Par ailleurs, la profondeur 
et la nature de la modulation des oscillations de haute fréquence 
dépendent du désaccord du circuit par rapport à la fréquence de 
l'oscillateur externe. La puissance du signal démodulé par telle ou 
telle méthode peut dépasser celle du signal d'entrée. 

Pour la reproduction fidèle du signal il faut: éliminer la sy mé- 
trie de la courbe u4 (i.) par prémagnétisation constante du noyau 
de ferrite; remplir l'exigence de 
la dépendance linéaire L = f (i,) 
dans les limites de variation du 
courant du signal: en travaillant 
avec la modulation d'amplitude 
il convient de modifier l'accord 
du circuit par rapport à la 
fréquence de pompage. 

Le schéma synoptique d'un 
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Fig. 4.16. Schéma synoptique d'un 


amplificateur paramétrique à un cir- 
cuit de vidéosignaux : 7 — oscillateur 
de pompage harmonique, Z7 — circuit 
oscillant parallèle, 771 — circuit de 
signal, /V — circuit de prémagnéti- 
sation, V — noyau de ferrite 


amplificateur paramétrique à un 
circuit des vidéosignaux à induc. 
tance non linéaire est visualisé 
fig. 4.16. 

La largeur de la bande passan- 


te d'un tel amplificateur diminue 
avec l'augmentation de la qualité Q (dans le même temps, le gain 
croît) et dépend du désaccord, celui-ci déterminant le niveau des ban- 
des latérales. L'augmentation de la fréquence du pompage entraïne 
l'élargissement de la bande passante du circuit si Q est invariable 
et par conséquent, l'élargissement de la bande passante de l’ampli- 
ficateur. 

Afin d'obtenir un gain suffisant il faut que le modulateur de 
ferrite possède une sensibilité suffisante (une forte dépendance de la 
du champ magnétique du signal). Pour que la tension de fréquence 
de pompage ne pénètre pas dans le circuit de signal on applique, par 
exemple, un modulateur aux champs en interaction orientés de façon 
orthogonale. 


$ 4.5. Génération paramétrique des oscillations 
électriques (oscillateurs paramétriques) 


On a indiqué ci-dessus que pour les systèmes non linéaires il 
apparaît impossible de séparer nettement les sollicitations de force 
ct paramétrique. En cas de sollicitation de force, le processus oscilla- 
toire forcé excité par une force extérieure entraînera grâce aux pro- 
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priétés non linéaires du système la variation périodique des para- 
mètres correspondants. Pour cette raison, il y aura en fin de compte 
une certaine ressemblance entre le processus forcé résultant et le 
processus oscillatoire paramétriquement excité; on pourra observer 
la rupture de la monotonie de variation de l'amplitude lors de la 
modification de la relation de fréquences et les oscillations intenses 
aux relations de fréquences typi- 
ques pour les résonances para- 
métriques. 

Etant donné ces particula- 
rités du comportement des sys- 
tèmes non linéaires, il apparaît 
logique de considérer comme 
sollicitation paramétrique pro- 
prement dite de ce système une 
sollicitation lors de laquelle une 
modification forcée des paramèé- 
tres réactifs (à capacité d'énergie) 
du système ne s'accompagne 
pas d'introduction dans celui-ci 
de forces périodiques correspondantes capables par voie ordinaire 
d’exciter des oscillations forcées. Cela peut être, par exemple, réalisé 
lors de la modification mécanique de la capacité ou de l’inductance. 

Il est également possible d'organiser les montages équilibrés 
(fig. 4.17, 4.18) dans lesquels par un choix des éléments corres- 
pondants on peut atteindre une 
compensation pratiquement com- 
plète des f.é.m. induites sur 
la pulsation de pompage 2 
dans les systèmes et envisager 
ces derniers comme les circuits 
Fig. 4.18. Schéma d'un modulateur  oscillants à paramètres périodi- 

équilibré de capacité quement variables. Dans le 
premier montage (fig. 4.17) 

s'établit la variation périodique de l’inductance de pulsation 26 ; 
dans le second (fig. 4.18), la variation périodique de la capacité 
formée par deux jonctions p — n bloquées dans les diodes à semi- 
conducteur également avec la pulsation de l’action extérieure (poin- 
page) 26. Supposons maintenant remplies les conditions d'excitation 
paramétrique ; alors l'amplitude de toute petite oscillation de pul- 
sation satisfaisant à la relation w — np/2, où nr est le numéro du do- 
maine approprié de l'excitation, va croître aux dépens de l'apport 
d'énergie dans le système de la part du dispositif qui fait varier 
périodiquement le paramètre avec pulsation p. L’accroissement de 
l'amplitude peut être restreint du fait de la non-linéarité du système 
et un bilan énergétique entre les pertes et l’apport d'énergie peut 


11" 


Fig. 4.17. Schéma d'un [modulateur 
équilibré d'inductance 
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s'établir à une certaine valeur d'amplitude des oscillations ainsi 
paramétriquement excitées. 

Comme il a été noté au $ 4.1, dans un système conservatif non 
linéaire, l'établissement d'une amplitude stationnaire se caractérise 
par la diminution jusqu’à zéro de l'énergie apportée et se réalise 
grâce à la variation des valeurs moyennes des paramètres réactifs 
non linéaires (de la capacité ou de l’inductance). Par contre, dans un 
système dissipatif, la réalisation de l'équilibre énergétique et, 
respectivement, l'établissement d'une amplitude stationnaire se 
produisent à des apports d'énergie non nuls et peuvent se faire non 
seulement par désaccord effectif du système lié à la modification de 
la valeur moyenne de l’un des paramètres réactifs du système, mais 
en présence dans le système à exciter d'un amortissement non linéai- 
re et par modification de la valeur des pertes. Si, dans le système 
à exciter les grandeurs L et C ne dépendent pas du courant ni de la 
tension, les pertes effectives croissent avec l'augmentation de l'am- 
plitude des oscillations plus vite que le carré de cette dernière, ce 
qui correspond à l'accroissement de la résistance À ou de la charge 
avec la croissance du courant (ce qui est très facilement réalisable 
par effet thermique, par exemple), alors on peut introduire un amor- 
tissement lentement variable et tourner l'analyse de telle manière 
comme si avec l'accroissement de l'amplitude des oscillations for- 
cées augmentait la pente de la droite passant par les sommets des 
domaines d'instabilité et les domaines d'’instabilité montaient (cf. 
fig. 4.3, b). Cela se poursuit jusqu’à ce que le point représentatif se 
trouvant auparavant à l’intérieur d'un des domaines de l'instabilité 
n’atteigne sa frontière, ce qui témoigne de l'établissement du bilan 
énergétique. 

Si l'amplitude est limitée par la non-linéarité des paramètres 
réactifs l'établissement du régime d'équilibre peut être lié au dé- 
placement correspondant du point représentatif et à une certaine 
déformation des domaines de l’instabilité eux-mêmes qui se produi- 
sent jusqu'à ce que le point représentatif ne gagne, également, la 
frontière du domaine d'excitation paramétrique. En fonction du 
mécanisme limitant l'accroissement des amplitudes des oscillations 
paramétriquement excitées l'établissement de l'amplitude stationnai- 
re se produit soit de façon monotone, soit de façon oscillatoire. 

L'étude des courbes de résonance paramétrique, i.e. des courbes 
traduisant la variation de l'amplitude des oscillations en excitation 
paramétrique en fonction de la relation entre Ja fréquence de varia- 
tion du paramètre et la fréquence propre des oscillations du circuit 
résonnant, fait ressortir divers types des courbes pour différents types 
de non-linéarité dans les systèmes dissipatifs. 

Si dans un système non linéaire l'amortissement est constant el 
est indépendant du courant ou de la tension dans le système la diffé- 
rence entre les courbes obtenues de résonance paramétrique pour les 
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systèmes dissipatifs et conservatifs (cf. fig. 4.6) se réduit à ce que 
les premières se caractérisent par le resserrement de deux différentes 
branches de la courbe et il n’y a plus d’accroissement d'amplitude 
à l'augmentation du désaccord du système (i.e. l’écartement de sa 
propre pulsation de la valeur définie par la relation w, = np/2 lors- 
qu'elle est exactement satisfaite). La fig. 4.19 fait ressortir le carac- 
tère approché des courbes pour le cas de l'excitation paramétrique du 
circuit à amortissement constant et à capacité non linéaire pour diffé- 
rents types de cette non-linéarité. Les courbes en traits continus et 


2 
A5 


“£a 0 {0 £ 


Fig. 4.19. Courbes de résonance para- Fig. 4.20. Courbe de résonance para- 
métrique dans un circuit dissipatif métrique dans un circuit à résistance 
à capacité non linéaire non linéaire 


interrompus correspondent à deux types de la non-linéarité du 
paramètre (capacité). La courbe en trait continu traduit la diminu- 
tion de la valeur moyenne de la capacité, celle en traits interrompus, 
son accroissement avec celui d'amplitude des oscillations. On voit 
aussi la présence, caractéristique pour la résonance paramétrique, 
d'un domaine restreint des désaccords, i.e. d'un intervalle de fré- 
quence restreint à l'intérieur duquel l'excitation paramétrique est 
possible, la largeur de cet intervalle 2 £, dépendant de la profondeur 
de modulation du paramètre m et s’annulant à m égal à la valeur 
critique m.,, correspondant à l'égalité de l'énergie apportée dans le 
système lors de la variation du paramètre, aux pertes dans le système. 

Lorsque l'amplitude est limitée par la résistance non linéaire aux 
valeurs moyennes constantes des paramètres réactifs, les courbes 
de résonance paramétrique ont la forme représentée sur la fig. 4.20. 
Ici la courbe de résonance paramétrique se caractérise par la symétrie 
et par l'absence des branches instables et les variations saccadées de 
l'amplitude, le désaccord variant de façon monotone. Comme aupa- 
ravant, en qualité du critère principal de la résonance paramétrique 
reste l'existence d'un intervalle de désaccord fini (2 E,) à l’intérieur 
duquel est possible la réalisation de l'excitation paramétrique. 

Il découle des raisonnements précédents que l'étude théorique 
du phénomène de génération paramétrique des oscillations nécessite 
l'examen des caractéristiques non linéaires du système. Leur analyse 
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permet d'obtenir aussi bien la loi d'établissement de l’amplitude 
des oscillations paramétriques que les expressions pour les valeurs 
stationnaires de ces amplitudes. 

Considérons plus en détails par méthode d'ALV les effets présents 
dans l'oscillateur paramétrique lorsque l’amplitude des oscillations 
y est limitée à l’aide d'un élément non linéaire. 

Oscillateur paramétrique à un circuit avec résistance non linéaire. 
Soit un circuit oscillant aux éléments L, C, R; supposons que seul 
le paramètre réactif C (t) varie dans le temps alors que la résistance 
active (ohmique) dépend du courant qui la traverse, R (i). Alors 

sous l'action paramétrique ce 
RG système oscillant à résistance non 
4) linéai : Re 
inéaire (fig. 4.21) peut devenir un 
Cf) s oscillateur paramétrique à un 
circuit sous certaines conditions 
imposées aux paramètres du sys- 
Fig. 4.21. Schéma d’un oscillateur  tème. 
paramétrique à résistance non linéaire Si la résistance ohmique 
augmente avec le courant qui la 
traverse il s'ensuit l’augmentation de la dissipation de l'énergie dans le 
système et partant, se réalise l'équilibre entre l'énergie paramétrique- 
ment pompée et l'énergie dissipée dans la résistance, i.e. la limita- 
tion de l’amplitude d'oscillations. Pour cela il est nécessaire une telle 
résistance qui augmente avec l'accroissement du courant quel que 
soit le sens de celui-ci dans le circuit. Pour satisfaire cette exigence 


on choisit la loi régissant la chute de tension aux bornes de la résis- 
tance sous la forme 


Ur = Ro (ë + foi), (4.5.1) 
ce qui équivaut au choix de la caractéristique de résistance 
R=R (1 an Boë*), 


B, devant être supérieur à zéro. 
Admettons que la loi de variation de la capacité dans le temps 


s'exprime, comme d'habitude, par la formule 


— C 
C= 1m TE (2ot) * 


L'équation de Kirchhoff pour le système considéré acquiert alors 
la forme 

d°q dq 1 
L a ut a TT [1 + m cos (2wt)] qg =0. 
Pour assurer la généralité des résultats introduisons l’abscisse sans 
dimension x — g/q, et le temps sans dimension t = «ot ; cette équa- 
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tion du mouvement prend alors la forme 
. R . WE | 
Z +R ZT +5 (+ m cos 21) x = 0, 


où la dérivée est prise par rapport à t, wÿ = 1/LC, et R = Ro (1 + 
+ Bogiw°z°). ni 

En désignant @/o? = 1 — £, 26, = R/oL, B = fogw* on 
obtient l'équation 


2 + 2x + (1 —E) (1 + m cos 27) x = 0. 


Supposons que le système oscillant possède une petite dissipation 
(28, € 1), etE et m soient également de petites quantités (£ € 1, 
m< 1). Alors en désignant Ro/wL = 26, il vient 


tr tr —287— 260825 — mr cos2r, (4.5.2) 


où l’on a omis le terme du second ordre de petitesse à coefficient mË£. 

Appliquons à (4.5.2) la méthode de la solution approchée, mé- 
thode d’'ALV. Dans ce cas tout comme pour les systèmes autonomes 
on peut chercher la solution (pour le premier domaine d'instabilité) 
sous la forme 


ZI = U COS T + VSiN T, = — usSin T +UCosT, 


où u (t) et v (t) sont des fonctions lentement variables du temps +. 
En conformité avec la technique d'obtention des solutions par la 
méthode d’ALV exposée au $ 2.5, on peut dans le cas considéré écri- 
re les équations tronquées qui, après le moyennage, prennent la forme 


27 
D ——— \ (Ex — 207 — 20B2% — mx cos 21) sin t dt — 
U 
3 Qu» 1 
= —0[1+B4]u—7 (Et), (45.3) 
27 
D=— ( (Ez— 287 — 20873 — mx cos 2T) cos T dt — 


( 
5 (5-5 )u-v[1+58#]e, 


où par 4° = u* + v° est désigné le carré de l'amplitude des oscilla- 
tions paramétriquement excitées dans le système. 

La solution du système d'équations tronquées permet, en principe, 
d'obtenir la solution complète du problème sur l'excitation des oscil- 
lations dans le système étudié et sur le processus d'établissement du 
régime stationnaire. Toutefois, étant donné la non-linéarité des 
équations différentielles (telles que (4.5.3)) on n'arrive pas, en 
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règle générale, à les intégrer complètement. Malgré cela elles sont 
commodes à l'étude des états stationnaires du système (à cette analy- 
se, on ne considère évidemment pas Îles régimes transitoires). 


En état stationnaire, u — v — 0. Il découle alors de la considé- 
ration du système d'équations homogènes (4.5.3) qu'il est possible 
d'avoir dans le système l’état du repos (u, = vo = 0), premier état 
stationnaire du système. 

Le second état stationnaire du système à l'amplitude non nulle 
(u) Æ 0, v 0, Ao 0) peut être trouvé de (4.5.3) si l’on lui 


confère la forme 
8 (1+ © BA) uo— —+ (E+ 5) vo, 


9 (14 284) vo 7 (5-7) 


Etant donné que u, 0 et v, 0, il est alors possible de multiplier 
membre à membre les équations et simplifier par ww. Il en vient 


(14489) He) 


Extrayons la racine carrée des deux membres de l'égalité et trou- 
vons l'expression de l'amplitude stationnaire des oscillations: 
+ | — 1m _p 

Ag l—-1+5 V 8 |. (4.5.4) 

Comme le coefficient de non-linéarité Bf > 0 et 28 > 0, le signe 

« moins » devant la racine doit être omis, l’amplitude par définition 

étant supérieure à zéro (4, > 0). Il découle alors de l'expression 

(4.5.4) que la condition d'existence d’une amplitude non nulle des 
oscillations est l’inégalité suivante 


1 : à 
575 Vr-E>1 (4.5.5) 


1 


d'où il vient que le désaccord dans le système ne peut pas dépasser 
la valeur 
2 M? p.92 
E ne” 4 40 ? 
alors que la profondeur de modulation du paramètre m se voit impo- 
ser la condition 
m° >> 160? + 48°. (4.5.6) 


Cette liaison entre les paramètres du système détermine la possibilité 
ou (au signe contraire de l'inégalité) l'impossibilité de l'excitation 
des oscillations paramétriques dans le système. 

L'expression pour 4° fait clairement ressortir le rôle de la non- 
linéarité de la résistance (B) du système. Si B— 0, c’est-à-dire si la 


& 1.9] GÉNÉRATION PARAMETRIQUE DES OSCILLATIONS 169 


non-linéarité du système diminue, l'amplitude des oscillations 
paramétriques va augmenter graduellement et, à la limite, pour un 
système linéaire, doit devenir infiniment grande, ce qui est en accord 
avec la théorie de l'excitation paramétrique des systèmes dissipatifs 
linéaires. 

Les courbes de l'excitation paramétrique pour différentes valeurs 
du coefficient d'amortissement du système et les valeurs fixes de m 
et de B sont données fig. 4.22. L'analyse de ces graphiques et de 
l'expression de l'amplitude stationnaire permet de tirer les conclu- 
sions suivantes. En présence d’une résistance non linéaire l’amplitu- 
de des oscillations paramétriques est toujours bornée ; le domaine 


H> >> 0, 


+ 2 


Fig. 4.22. Zones de résonance para- Fig. 4.23. Zones de la résonance para- 
métrique pour diverses valeurs d’amor- métrique pour divers coefficients de 
tissement non-linéarité f, et f: 


d’excitation est symétrique par rapport au désaccord zéro et se 
rétrécit par augmentation des pertes (8, > Ô,). De plus, la largeur 
du domaine d’excitation paramétrique ne dépend pas de la non- 
linéarité du système et ne se détermine qu'exclusivement par la 
relation entre les paramètres m, £, 0. En particulier, pour m donné 
et pour les pertes supérieures ou égales à ®, (Ÿ,, par exemple), les 
oscillations paramétriques ne se laissent point exciter. 

Les domaines d'’excitation paramétrique pour divers coefficients 
de non-linéarité B,, B, et pour valeurs fixes de m et de Ÿ sont repré- 
sentés à la fig. 4.23. 

L'amplitude des oscillations paramétriques dans le système est 
maximale à E — 0 et est égale à 


op (5 — 1): (4.5.7) 


Les frontières du domaine d’excitation se laissent déterminer à par- 


tir de l’expression de l'amplitude stationnaire (4.5.4) en l'égalant 
à Zéro; on à 


t=V mia-40, E=-—V mJa—48. 
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Faisons l'analyse de stabilité des solutions stationnaires du 
système (4.5. 8) par méthode des petites perturbations (variations) ; 
alors, u = Uo + 1, v = Vo + &. En substituant ces expressions dans 


les équations tronquées u = P1 (U, D), v = D (u, v) et en développant 
en série leurs seconds membres en petites variations, on trouve en 
se limitant aux premiers termes du développement 


à ue 01 

AT au u=un n+ ov ne ess 
U=V0 V=0n 

= _ 02 2. | 

5 — ou uætp PS en En “M 
= v=?DNn 


car en état stationnaire, qi; (Uo, Vo) —= O0, Pa (Up, Vo) = 0. 

Cherchons la solution du système d'équations différentielles en n 
et & sous forme n = 1 €", & = Üoet; on obtient alors un système 
d'équations algébriques linéaires homogènes dont le déterminant 
pour une solution non triviale doit être nul, i.e. 


dP1 0@1 

du À ov 
0Pa 0P: El 
ou dv À 


En introduisant les désignations 


0 Ô AE 0P: 
EE » Ayo —= ns s day —= 


dis — 


et en résolvant l'équation du second ordre présentée précédemment 
par rapport à À on obtient 


1 1 a 
À = DJ (ay + Goo) LS V (au — G92)7 + 412021. 


Appliquons le même procédé pour l’analyse de stabilité de l’état 
de repos du système (amplitude stationnaire nulle, i.e. u, = v — 


— 49 = 0). Âlors 
1 m? 2 


Si l’on impose que Re À > 0, i.e. si l'on s'intéresse à la relation 
entre les paramètres du système à laquelle l’état de repos est instable, 
cela signifie que 


+i Er —E>0, ie. Fe 407. 


+ 


La dernière expression correspond exactement à la condition 
d'existence d’une amplitude stationnaire non nulle. Pour le domaine 


$ 4.5] GÉNÉRATION PARAMETRIQUE DES OSCILLATIONS 471 


des désaccords Ë satisfaisant à l'inégalité E° << m*/4 — 40* pour 
lesquels il existe une amplitude stationnaire non nulle 4,, l'état de 
repos du système est instable. Par conséquent, il l’est à l'intérieur 
du domaine de la résonance paramétrique (de &, à £.). L'état de repos 
est stable en dehors du domaine de la résonance paramétrique, lors- 
que Re À << 0, et pour la relation entre les paramètres du système 
on a l'inégalité de la forme E* > m°/4 — 40*. 

On fait de la même manière l'analyse de l'instabilité de l’état 
avec une amplitude stationnaire non nulle (4, 0). Après les 
calculs assez encombrants on trouve que cette amplitude est stable 
(Re À << 0) dans tout le domaine 
des désaccords où elle existe 
(Es LE E,). Les domaines des R 
‘solutions stationnaires stables du ; cg) 
système (4.5.3) sont marqués sur d 
les graphiques de la fig. 4.23 par 
les petits cercles, les domaines 
des solutions non stationnaires, Fig. 4.24. Schéma d'un circuit à capa- 
par les croix. cité non AREUTe PA FAIReIEIQuemenE 

Le rôle du mécanisme non NE 
linéaire limitateur et d'établisse- 
ment de l'amplitude des oscillations paramétriques est, dans le pro- 
blème envisagé, joué par l'amortissement non linéaire (résistance). Une 
ampoule d’incandescence ordinaire peut servir de résistance non 
linéaire aux fréquences jusqu’à des centaines de kilohertz. Souvent on 
utilise une réactance non linéaire telle que la capacité non linéaire, 
‘comme mécanisme limitateur de l'amplitude des oscillations para- 
métriques. 

Oscillateur paramétrique à un circuit avec élément réactif non 
linéaire. Soit un système oscillant (fig. 4.24) où L = const, R — 
— const, alors que la capacité est fonction du temps et dépend non 
linéairement de la charge q, i.e. C — c (t)  (q). Admettons comme 
précédemment que la capacité suit la loi 


c(t) = Coll + m cos (2wt)l, 


‘et la tension aux armatures, la loi u, = (g/c) (1 + yoq*), i.e. en 
l'absence de modulation du paramètre la tension aux armatures du 
condensateur varie selon la parabole cubique (condensateur ferro- 
“électrique, cf. fig. 1.6), ce que l’on observe réellement chez un grand 
groupe de ferro-électriques étudiés dans les premierstravaux d’I. Kour- 
tchatov. Avec l'augmentation de la charge la capacité d'un tel 
condensateur diminue. 
Si dans l'équation de Kirchhoff pour le système considéré 


Lq + Rq +uc(q t) =0 
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on introduit les désignations précédentes z = qg/qo, T = œt, w = 
= 1/LC,, w/o? = 1 — E, 28 = R/oL, y = y,9 et l'on suppose les. 
quantités y, &, 0, m petites devant l'unité, on obtient l'équation du 
mouvement différentielle non linéaire admettant l'application de 
la méthode d’'ALV: 


z + x = Ex — 207 — va — mz cos 2T, (4.5.8) 


qui ne contient pas de termes du second ordre de petitesse. Ainsi, 
la méthode d'ALV s'applique, ici, à un système faiblement non 
linéaire à petite dissipation. 

Cherchons la solution de (4.5.8) toujours sous forme x = u cos t+ 
+ v sin t,z = —u sin t + v cos t. En mettant les expressions de x 


et de x dans les seconds membres des équations tronquées et en cal- 
culant la moyenne sur une période on obtient pour le cas considéré: 
le système d'équations tronquées suivant 


27H 


u = 7 | (Ex — 202 — yr$ — mr cos 2t) sin Tdt— 
0 
= du 5 [(5+8)-<v4]0= (uv), 
_ (4.5.9) 
U = | (Ex — 207 — yr — mx cos 2t) cos t dt — 
0 


— —5[(5-5) ++ v4?] u—Üv—= (pp (u, v), 


où A?= u*+ u*. 
Comme auparavant, nous ne cherchons que les solutions station- 


naires de ces équations. A u = v — 0 deux régimes peuvent se 
produire: l’état de repos du système u, = vo — A, = 0 et l’état 
à amplitude des oscillations non nulle w, 0, w 0, À, Æ 0. 
Considérons les conditions d'existence de ces régimes et analysons. 
la stabilité de l'état de repos (nous n’allons pas analyser la stabilité 
des solutions stationnaires non nulles à cause des calculs encombrants). 

L'analyse des équations tronquées (4.5.9) montre que les solu- 
tions stationnaires nulles u, = v, — À, = O (état de repos) sont. 
possibles dans le système pour toutes valeurs des paramètres m, Ô, y, E 
(bien entendu, dans la limite de la petitesse de ces quantités par rap- 
port à l'unité, comme l'exige l'application de la méthode d'ALV 
pour le problème envisagé). La solution stationnaire non nulle du 
système (us Æ 0, v, = 0) s'obtient de la même manière que précé- 
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demment (cf. p. 167); on a 
(4.5.10) 


L'expression du carré de l'amplitude stationnaire acquiert alors 
la forme 


= (E+ y 4e). (4.5.11) 


D'où l’on tire immédiatement le sens physique du coefficient de la 
non-linéarité y. Moins est le coefficient de la non-linéarité y, c'est-à- 
dire plus le système non linéaire est proche du système linéaire, plus 
grande est l'amplitude éventuelle des oscillations paramétriques. 


$2 ÿ ê É 
… Hretlalion rigède 
Fig. 4.25. Courbes de résonance RMS lo dans un circuit à capacité non 
inéaire 


Définissons maintenant les conditions d'existence des valeurs 
réelles d’une amplitude stationnaire non nulle. Il vient de la forme 
de la courbe pour uc (q) (cf. fig. 1.6) que y > 0. Pour cette raison 
afin de ne pas exclure de l'analyse le domaine des désaccords négatifs 
E, il faut que la condition suivante soit remplie : 


m°/4 > 49% ou m/2>> 1/Q. 
Alors pour satisfaire la condition 4? >> O, il faut que 
E? CZ m°/4 — 46°, 
soit, pour la profondeur de modulation, 
m° >> 4E° + 166°. (4.5.12) 
Les courbes de résonance paramétrique pour un oscillateur paramé- 


trique à un circuit à limitation de l’amplitude aux dépens de la 
capacité non linéaire sont graphiquement représentées fig. 4.25 où 
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pour généraliser l’image, on a aussi dessiné le domaine de la réso- 
nance paramétrique pour le cas du condensateur à y << 0. Les désac- 
cords limites E, et £, découlent de la condition 45 = O et sont res- 
pectivement égaux à 


E=V m4 48, E=—V m/A4—240. (4.5.13) 


Comme dans le problème précédent, on peut analyser la stabilité 
des solutions stationnaires par méthode de perturbations. Alors dans 
le cas d’une amplitude stationnaire nulle, il faut composer le déter- 
minant pour le calcul de l’exposant caractéristique À. Si l’on désigne 
les seconds membres des équations tronquées (4.5.9) par @, (u, v) et 
@ (u, v), alors pour le problème en question on a 


dp 0@ À jm 
Que Mu .. —0-r —-3;(5+8) ; 
— u = Ù. 
ôp Ô0p 4 [jm 
on 2 À "air 4 


Les solutions en À de cette équation quadratique sont égales à 


Ma 0 +5 ME. 


L'état du système est instable si À possède la partie réelle positive, 
i.e. si Re À > 0; alors 


Et <L m°/4 — 46°. 


Ainsi on a obtenu la condition d'’excitation paramétrique du 
système. On voit aisément que l'état de repos est instable précisément 
dans les limites du domaine de l'existence d'amplitude non nulle 
des oscillations paramétriques. En dehors du domaine, c'est-à-dire 
lorsque E* >> m2/4 — 40? il existe un état de repos stationnaire stable 
(uo = Vo = A9 = 0), car à cette condition Re À < 0 

Une analyse plus détaillée de la stabilité des solutions station- 
naires non nulles montre (cf. fig. 4.25) que sont stables deux droites 
a cercles (pour y >> 0 et y << 0) et sont instables les deux droites 
à croix (pour y > 0 et y < 0). En se déplaçant (pour y > 0) du do- 
maine des désaccords négatifs Ë (© << w,), l’amplitude À, tout en 
restant d’abord nulle, à partir de £, — —W m°/4 — 4 8° se met 
doucement à augmenter. Dans le domaine des désaccords de be à Es 
l’état de repos est instable si bien que toute fluctuation aussi petite 
qu'elle soit croît jusqu'à 4 # 0. 

Lors du mouvement dans le sens inverse du domaine des désac- 
cords positifs & (o > w,), les oscillations paramétriques se laissent 
exciter aux valeurs supérieures à £, — W m°/4 — 46°, toutefois une 
telle excitation est toujours dure. Si l’on communique au système 
situé à droite du point £, une impulsion supérieure à l’amplitude 
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des osillations en état stationnaire inférieur (instable), les oscillations 
dans le système atteindront la valeur 4° = 0 correspondant à l'am- 
plitude stationnaire stable pour le désaccord donné. Si l’on com- 
munique à ce même système situé à droite du point £, une impul- 
sion AA: inférieure à l’amplitude des oscillations dans le système en 
état instable, elle n’excitera pas dans le système une génération 
paramétrique stable. Cette perturbation s'atténuera avec le lemps 
et l’on retrouvera l’état de repos. 

L'étude expérimentale du fonctionnement des oscillateurs para- 
métriques à un circuit a montré que les courbes de résonance para- 
métrique associées ont en effet la forme représentée fig. 4.26. Deux 
circonstances en sont responsa- 
bles. Premièrement, l’approxima- 
tion mathématique que nous 
avons utilisée lors de la réso- 
lution des équations tronquées 
conduit à l'élimination dans 
celles-ci des termes en yE et mëE 
car on n’y a retenu que les 
termes de l'ordre y et m. Déjà 
la prise en considération des SEE” 0 ë a 
termes du second ordre de peti- 2 | 
tesse permet l’accord de la théorie Fig. 4.26. Courbe de résonanceÿpara- 
avec l'expérience. métrique réelle dans un système dis- 

Deuxièmement, dans les systè- sipatif à capacité non lineaire 
mes oscillants réels aux éléments 
réactifs non linéaires il faut également tenir compte de la conduction 
(résistance) de ces derniers, par exemple, de la résistance de la diode 
semi-conducteur bloquée ou du condensateur avec un ferro-électri- 
que. Les résistances des éléments non linéaires augmentent avec 
l'amplitude des oscillations paramétriques si bien que pour les 
domaines d'excitation paramétrique de tels systèmes on note la 
combinaison caractéristique des traits propres aussi bien aux systé- 
mes à réactance non linéaire (pente du domaine d'’excitation) qu'à 
ceux à dissipation non linéaire (fermeture de la courbe délimitant le 
domaine d'’excitation) lors de la résolution du problème où l'on ne 
tient compte que des termes du premier ordre de petitesse. 

En étudiant les oscillateurs paramétriques à un circuit nous 
avons omis de considérer un mécanisme concret de variation du 
paramètre réactif dans le temps en nous donnant la loi mathématique 
de la modulation du paramètre sous forme, par exemple, C ({) — 
= C,/l1 + m cos (2owt)]. Il convient d'appeler ces systèmes oscilla- 
teurs paramétriques du premier genre à la différence des oscillateurs 
paramétriques du second genre (convertisseurs paramétriques) dont le 
paramètre réactif non linéaire varie du fait d'action d’une certaine 
force périodique appliquée au système oscillant. 
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$ 4.6. Convertisseurs paramétriques 
(oscillateurs paramétriques du second genre) 


Dans ces systèmes, le mécanisme paramétrique d’excitation des 
oscillations dans un système oscillant consiste à piloter le para- 
mètre non linéaire à l’aide d’une tension de pompage, ce qui peut 
se réaliser par le branchement de l'oscillateur de tension dans un 
circuit oscillant série contenant un élément réactif non linéaire. 

Sur la fig. 4.27 est représenté un circuit oscillant électrique non 
linéaire composé d'éléments L, R, C (q) et d'oscillateur de ten- 
sion Ü, cos (2wt). Analysons les évolutions se produisant dans le 
système, considérons les condi- 
tions et les dispositions parti- 
culières de l’excitation des oscil- 
L C(3) lations dans celui-ci, mettons 

U,c05 2wt | au clair la question de l'exis- 

tence d’une amplitude non nulle 

Fig. 4.27. Schéma d'un circuit à cupa- des oscillations paramétrique- 
cité non linéaire et oscillateur de ment excitees. 

pompage Pour ne pas compliquer les 

calculs on va supposer, comme 

auparavant, que seule la capacité du condensateur soit le paramètre 

non linéaire du système oscillant donné, cette capacité pouvant être 

approximée par l'expression wc (g) = (q/Cs) p(g) où œ (q) est une 

fonction non linéaire. Si ce paramètre non linéaire est la capacité 

du condensateur ferro-électrique alors la forme de la non-linéarité 

de la courbe ue (g) (cf. fig. 1.6) permet de se limiter au terme cubique 

du polynôme (une parabole cubique) approximant la relation volt- 
coulombienne réelle sur le condensateur. Alors 


uc (q) = (g/Co) p (a) = (g/Co) (À + Yog°); 
et l'équation de Kirchhoff pour le système envisagé acquiert la forme 
d° d ‘ 
L + R + (=) (1+ Yog°) = U, cos (2wt). 
En introduisant les désignations ordinaires x — g/q,, T = wt, wË — 


= 1/LC,, oo? = 1 — E, y = y,%,28 = R/wL et en posant 20 € 1, 
E& 1, y 1, l'équation de base se récrit de la façon suivante : 


F 


z+z—Etr— yes — 267 Ù cos 2t, (4.6.1) 


où U = U,/Lq,w’. Comme précédemment, on a négligé les termes 
du second ordre de petitesse — Evyz*. 

Dans le second membre de (4.6.1) les trois premiers termes sont 
petits, mais le dernier terme représentant la tension de l’oscillateur 
de pompage est, généralement, assez grand. Cette circonstance 
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exclut la possibilité d'appliquer directement à l'équation considérée 
la méthode d’ALV. 
Toutefois, si l’on introduit une nouvelle variable y telle que 


x = y — (U/3) cos 27, (4.6.2) 
où — (U/3) cos 27 = — ? cos 27 est une solution forcée de l'équa- 


tion 
zx 3P cos 27 = U cos 2t, 


alors en substituant dans l'équation de base à la variable zx la varia- 
ble y, on obticnt 


y + y = E(y — P cos 27) — 28 (y + 2 P sin 2t) — 
ES Y (y —— P cos 2t)*. (4.6.3) 


Maintenant, le second membre de l’équation différentielle du mouve- 
ment contient les termes uniquement du premier ordre de petilesse 
si bien que l’on peut appliquer à cette équation la méthode d'ALV. 

Le système étudié est le siège de deux évolutions: l’une de pul- 
sation propre w, et l’autre de pulsation de la force extérieure 2. 
L'évolution résultante est la somme de deux évolutions périodiques 
de pulsations commensurables, w, et 2w et, par conséquent, est 
aussi périodique. Conformément à la méthode d’'ALV, cherchons 
la solution de l'équation pour le premier domaine d'instabilité sous 
la forme 


y = U COS T “+ U SIN T, y — — u Sin T + L COS T, 


où u et v sont des variables lentement variables avec le temps t. En 
utilisant le procédé standard d'obtention des moyennes des équa- 
tions tronquées sur la période on a 


u = — Üu re (SvA+S vrr—t) v = 1 (u, v), 
à à à : (4.6.4) 
UV — TT (2 v4++ yPt—5) U — ŸU — Ps (u, L). 
Analysons les solutions stationnaires de ce problème (u = v = Ü). 
On voit immédiatement que les solutions stationnaires nulles (u, = 
= Vo = À, — 0) existent quels que soient les paramètres du système 
envisagé dans tout le domaine des désaccords E. 
Pour les amplitudes stationnaires non nulles (4, = 0) la méthode 
exposée ci-dessus conduit à l'expression suivante: 


DEP 
20= p/ —(Sv4t+SvPr—E), 


12—747 
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qui, comme on le voit, est privée de sens physique, l’amortissement 
dans le système étant toujours positif et non une valeur imaginaire. 
Cela veut dire que les solutions non nulles stationnaires du systè- 
me (4.6.4) ne peuvent pas exister et seul l’état de repos a le droit 
d'exister (us = Lo = An = 0). 

Il est aisé de montrer que si dans le système les oscillations 
d'amplitude non nulle ne se laissent pas exciter sur la pulsation « 
l'état de repos doit être stable. Pour analyser la stabilité de cet 
état, servons-nous de la méthode connue de perturbations qui exige 
l'égalité à zéro du déterminant suivant 


DM A 
ou ov 
| | — (0,  1i.c 
Ms, "M, + 
| du dv 
1 /3 
oi He) 
UE ré. 
3 (3e) SLR 
d’où 


On voit que la racine carrée est imaginaire quels que soient y, P, E 
et la partie réelle de l’exposant caractéristique À est toujours néga- 
tive, car par définition les pertes dans le système sont toujours supé- 
rieures à zéro, i.e. Ÿ >> 0. D'où il vient que l’état de repos du syste- 
me en question est toujours stable, l'amplitude stationnaire À, 0 
n'existant jamais à aucune valeur des paramètres. 
L'impossibilité d’exciter des oscillations dans le système sur la 
fréquence égale à la moitié de celle de tension de pompage, on peut 
expliquer par certaines conditions d’excitation des oscillations 
paramétriques non réalisables dans le premier domaine de Mathieu. 
En effet, d’après la caractéristique volt-coulombienne symétrique par 
rapport à l’origine des coordonnées du condensateur utilisée dans ce 
problème en une période de tension de pompage, la capacité du 
condensateur augmente de deux fois et diminue de moitié. Etant 
donné que la fréquence de la tension de pompage est deux fois supé- 
ricure à celle des oscillations paramétriques inconnues, la capacité 
du système oscillant varie quatre fois en une période de fréquence 
propre du système, ce qui veut dire que les conditions d’excitation 
paramétrique n’y sont pas remplies du fait que la fréquence maxi- 
male de variation du paramètre réactif (le premier domaine de 
Mathieu) est égale à deux. Dans les domaines d'instabilité de numé- 
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ros plus élevés elle est encore plus basse, car la pulsation de variation 
de paramètre doit satisfaire à la condition 


pÆ2wgyn où n—2,3,4,... 


Afin d'assurer les conditions d’excitation paramétrique pour le 
système oscillant avec condensateur ferro-électrique il faut confe- 
rer à la caractéristique volt-coulombienne ue (g) une forme asymé- 
trique par application au condensateur d’une tension de polarisation 
continue (—w,, par exemple). 
La courbe acquiert alors la 
forme représentée fig. 4.28. On 
peut y également arriver en 
utilisant en tant que capacité 
non linéaire la jonction p-n 
d'une diode à semi-conducteur. 
La courbe C (u) en est toujours 
asymétrique et a la forme de la 
fig. 4.12. 

L'asymétrie des courbes 
xc (q) ou C(u) impose la présence 
dans leurs expressions approchées pig. 4.28. Caractéristique volt-coulomb 


des termes quadratiques; autre- d'un condensateur non linéaire pola- 
ment dit. un condensateur ferro- risé 


électrique soumis à une polari- 
sation continue exige l’utilisation de la relation 


uc (q) = (q/Co) (1 + Bog + Yod*). (4.6.5) 


Alors en tenant compte de cette relation et en conservant les dési- 
gnations l'équation du mouvement de base prend la forme 


TUE Er — 207 — Br? — Vrs + U cos 2t, (4.6.6) 


où B — Bug € 1. h 
Cette équation est obtenue en négligeant les termes du second 
ordre de petilesse, i.c. en supposant que 


A—éver, (—E) PER. 


Comme auparavant cherchons la solution de cette équation par 
méthode des amplitudes lentement variables en utilisant les subs- 


titutions suivantes 
z=y—Pcos2T, y —ucos t +vsinrt, 


e 
ÿ = — usin T + v cos T. 
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On obtient alors les équations tronquées suivantes: 
u=—du+s(BP—E)v, v=+(BP+E)u—dv, (4.6.7) 


« 3 Ju 
ou Ex D 7: yA? — TZ vie. 


La dernière désignation est justifiée par les considérations phy- 
siques et confirme une fois de plus que le désaccord de fréquence 
dans un circuit oscillant à réactance non linéaire dépend des ampli- 
tudes des oscillations qui s’y produisent. À mesure que l'amplitude 
des oscillations paramétriques croît dans le système la valeur moyen- 
ne de la capacité non linéaire varie, ce qui introduit un désaccord 
supplémentaire et limite l’amplitude des oscillations à un niveau 
plus bas que pour un même désaccord Ë et des petites amplitudes 
effectives À & 0 et P Æ 0. La solution obtenue contient encore 
des oscillations forcées qui servent de source d'énergie aux oscilla- 
tions paramétriques et stimulent l’augmentation de leur amplitude. 
Pour cette raison le désaccord E, caractérise la variation de la pulsa- 
tion propre du circuit w, vis-à-vis de la demi-pulsation de la tension 
de pompage de la valeur initiale à À = 0, P — 0 aux valeurs corres- 
pondant à AZÆO, PO. 

Dans les équations tronquées obtenues le terme BP? correspond au 
terme m/2 pour le cas des oscillateurs paramétriques du premier 
genre et caractérise la résistance négative (degré de régénération) 
introduite dans le circuit oscillant non linéaire par l’oscillateur de 
pompage. 

On tire aisément les solutions stationnaires pour À, = 0 et À, 
=£ 0 du système d'équations tronquées. L'état de repos (u, = v, — 
— À, — 0) est possible dans le système pour toute combinaison de 
paramètres. 

L'amplitude stationnaire d'oscillations paramétriques non nulle 
a pour expression 


4 3 2 2509 12 : 
= [ES ve + V PPT | (4.6.8) 


qui montre que la limitation de l'amplitude d'oscillations para mé- 
triques est due également au terme cubique du paramètre réactif 
non linéaire. 

Pour que le régime stationnaire des oscillations paramétriques 
d'amplitude non nulle existe il faut satisfaire à deux critères évi- 
dents : 1) la quantité BP? — 48: doit être réelle ; 2) doit être remplie 
l'inégalité suivante 


V B2P2—Z4ù2 > E— + vP2. (4.6.9) 


La courbe de résonance paramétrique est, dans ce cas, asymétrique 
par rapport à l'axe des ordonnées 4°, ce qui est visualisé sur le 
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æraphique de la fig. 4.29 et découle de l'expression de l’amplitude 
stationnaire d'oscillations paramétriques non nulle. 

L'équation caractéristique pour l’analyse de la stabilité de l’état 
de repos se laisse déduire en égalant à zéro le déterminant suivant: 


—D—X + (BP—Es) 


T(BP+E0)  —0—À 


où E40 signifie le désaccord pour 4, = 0 et P -Æ 0. La résolution de 
l'équation caractéristique 


A2 202 + DE — + (BAPE —E,) 0) 
conduit à 
i=-pi x V B°P? B2P2 DE. 


Pour que l’état de repos du —. devienne instable il faut que 


Frcilolion rigide É2 La Lt} Ër Excilalion rigide 
| douce 


Fig. 4.29. Courbes de résonance paramétrique pour un circuit à capacité non li- 
néaire en pompage électrique 


soil remplie l'inégalité AZ — 5, > Ÿ, d'où il vient [a condi- 
tion de l'excitation paramétrique 
0 < PP — 40%. (4.6.10) 


En comparant la condition d’'instabilité paramétrique de l’état de 
repos (4.6.10) avec la condition d’existence de la solution stationnai- 
re pour À, 0 (4.6.9) on déduit sans difficulté qu'elles coïncident. 
On en obtient aisément les intervalles de désaccords dans lesquels il 
existe l’état de repos instable et les amplitudes stationnaires des 
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oscillations excitées s'ns non nulles; on a 
E = — V BP? — 40? + : + 3 pPPISES 

SV FPT 404 À yP2- = (4.6.11) 


Cette expression souligne nettement l'asymétrie du domaine de 
résonance paramétrique dont il était question précédemment. L'’asy- 
métrie du domaine de résonance paramétrique pour un système à pa- 
ramètre réactif non linéaire et avec un oscillateur de pompage peut 
tout aussi bien trouver une explication qualitative. En effet, sous 
l’action d’une tension de pompage dans le circuit oscillant non 
linéaire envisagé apparaissent les oscillations forcées qui modifient 
la valeur moyenne de la capacité du système, ce qui explique précisé- 
ment le désaccord initial du circuit en l'absence des oscillations 
paramétriquement excitées (l’asymétrie de &, et de £, en ordonnées). 

L'analyse de la stabilité montre que les courbes supérieures de 
résonance paramétrique sont comme auparavant stables, celles 
inférieures, instables. 

Il découle des expressions de E, et de &, qu'en agissant sur l’am- 
plitude de pompage on peut régler la largeur du domaine d’excita- 
tion paramétrique. Par ailleurs, l'amplitude de pompage doit dépasser 
une certaine valeur minimale, seuil, définie par 


Pau = 20/8 à Eu = 0. (4.6.12) 


L'existence du seuil pour le pompage s'explique aisément par le 
caractère paramétrique d'apport de l'énergie dans le problème en 
question comme dans tous les autres cas de l’excitation paramétrique 
des oscillations lorsque l'énergie apportée par modulation du para- 
mètre réactif doit dépasser les pertes initiales. 

Dans les systèmes oscillants réels mettant en jeu comme éléments 
non linéaires les jonctions p-n des diodes à semi-conducteur 
(paramétriques) existent et produisent l'effet limitant simultané- 
ment la réactance non linéaire et l'amortissement non linéaire. 
C'est la raison pour laquelle les courbes de résonance paramétrique 
limitent les domaines d’excitation paramétrique inclinés et fermés. 
L'analyse mathématique générale des systèmes paramétriques réels 
présente un problème complexe que l’on résout, généralement, par 
méthodes approchées, en particulier, par méthodes de calcul numeé- 
rique sur l'ordinateur. 

En résumé, dans le système étudié sous certaines conditions 
imposées aux paramètres et à l’asymétrie de la caractéristique de 
l'élément réactif non linéaire, il est possible d’exciter des oscillations 
paramétriques dont la fréquence est exactement deux fois plus basse 
que la fréquence de l'oscillateur de pompage, et l’amplitude de 
tension de pompage influe par l'intermédiaire de l'élément réactif 
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non linéaire sur l'amplitude d'oscillations paramétriques et sur la 
largeur du domaine d’excitation. Pour cette raison cet oscillateur 
paramétrique du second genre est également dit convertisseur para- 
métrique, i.e. dispositif convertissant un processus périodique en un 
autre processus périodique, les deux processus étant cohérents. 
Comme il a été précédemment indiqué l’'asymétrie voulue des 
caractéristiques volt-coulomb (uc (g)) ou volt-farad (C (u)) peut 
être apportée en utilisant une source de tension continue. C'est 
aussi la possibilité dans le cas des éléments réactifs réels de donner 
simultanément un point de travail sur la caractéristique de la réac- 
tance non linéaire et sur la carac- 
téristique volt-ampère de celle-ci. 


Toutefois, dans le cas des # 
oscillateurs paramétriques aussi, L 
on utilise souvent dans ce but ss Ex. 
 . Jets eut P 
la polarisation automatique. Le Le EE | 


schéma d’un tel oscillateur para- 

métrique à un circuit (conver- Fig. 4.30. Schéma d'un oscillateur à 
tisseur paramétrique) à diode à un circuit paramétrique à autopolari- 
semi-conducteur est représenté nn 

fig. 4.30. Pour les diodes à semi- 

conducteur admettant la relation C (4) représentée Fig. 4.12, Ja 
tension sur la capacité se laisse approcher avec une grande 
précision par l'expression 


uc (g) = (1/C5) (q + Bog*). 


où ff, << 0 pour les diodes réelles. 

La résistance de la diode dans le sens positif (droil) esL, selon 
la fig. 4.12, très faible et en sens inverse, la résistance est très élevée. 
Afin de tenir compte de l'influence des courants traversant la diode 
et la variation brusque de la résistance lorsqu'on pénètre dans le 
domaine de courants positifs on peut intercaler un condensateur de 
coupure de capacité C;. La diode avec le condensateur monté en série 
fonctionne comme détecteur de crête, le point de travail se déplaçant 
à gauche sur la caractéristique (même si la pénétration dans le domai- 
ne de polarisations positives est minimale). 

Si l’on admet que la tension aux armatures du condensateur est 


égale à l'amplitude d'’oscillations, on peut chercher la solution sous 
la forme 


z=y—Pcos2t, y —=ucos t  vsin T — À, 


y = — uSin T +UVCosT, 


où l’on a comme d'habitude uw = u (t), v = v (t). 
L'équation du mouvement dans le système oscillant considéré en 
approximation adoptée pour la diode à semi-conducteur s'écrit en 
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notations admises 
x + x = Er — Dr — Br + U cos 2t. (4.6.13) 


Elle ne contient pas explicitement la conduction non linéaire, mais 
celle-ci est dissimulée dans la solution même. exacte dans le cas 
d’une conduction infinie de la diode dans ie sens direct. La résolution 
du problème par méthode d’ALV compte tenu du changement indiqué 
de variables conduit au système d'équations tronquées, analogue 
au précédent et ayant la forme 


u= —du+ TR (BP—E)v, ù=Z(BP+Es)u— dv, (4.6.14) 
où Ex —E+ 2p4. 


Le système oscillant étant le siège des oscillations paramétrique- 
ment excitécs d'amplitude 1, il existe une polarisation supplémentai- 
re (tension) qui fait déplacer le point de travail à gauche du zéro 
en modifiant ainsi la capacité différentielle non linéaire de la diode. 
Cela s'accompagne évidemment de la modification du désaccord 
du système E&,. 

Dans le cas considéré l'amplitude stationnaire non nulle s’ob- 
tient par voie standard et a pour rc 


hs rs EE VRP A0) =! - prié l'ÉPE ANT, (46.15) 
car B<O0O pour les diodes réelles. 

En comparant les expressions pour les amplitudes stationnaires 
dans 1e cas de l’oscillateur paramétrique à un circuit à réactance non 
linéaire et dans celui de l'oscillateur paramétrique monté sur détec- 
teur de crête autopolarisé, on constate leur ressemblance; cela con- 
duit, évidemment, à l’analogie dans la position et la forme des do- 
maines d’excitation paramétrique. Pour cette raison dans le cas en- 
visagé il est possible d'utiliser les résullats d'analyse de stabilité 
des solutions stationnaires précédemment obtenus. 

Si l’on conserve dans les équations tronquées le terme en BE, 
l'expression de l’amplitude stationnaire acquiert une forme légè- 
rement différente, à savoir 
[EH VB? (1 —E)2 P2— 4°]. (4.6.16) 


LOT TIPT 
Cette expression correspond aux courbes fermées délimitant les 
domaines d’excitation paramétrique (fig. 4.31), ce qui est en bon 
accord avec les résultats expérimentaux découlant des mesures de la 
largeur des domaines d’excitation paramétrique. 

Tout comme dans les systèmes étudiés auparavant, la réactance 
non linéaire cause dans ce cas l’inclinaison du domaine d’excitation 


& 4.6] CON VERTISSEURS PARAMBTRIQUES 485 


et, de plus, outre le domaine d’excitation douce (pour E, << & << Ë;), 
il en apparaît le domaine d'’excitation rigidesitué entre E&, et &.,. Pour 
y exciter des oscillations paramétriques on doit communiquer au 
système une certaine impulsion initiale dont la valeur dépend du 
désaccord E£, ce qui est bien visible sur la fig. 4.31. 

Dans le cas de l’oscillateur paramétrique à un circuit sur le 
détecteur à crête autopolarisé la limitation de l’amplitude d'oscilla- 
tions est due non pas à l'amortissement non linéaire (car nous 
étudions un détecteur à crête parfait sans pertes), mais est due au 
mécanisme de limitation par 
désaccord (8 0) produisant 
l'inclinaison du domaine d’exci- 
tation, la courbe exprimant la 
dépendance de la capacité diffé- 
reantielle de la charge de la diode 
à semi-conducteur ayant une 
forme asymétrique. Ce mécanis- 
me de limitation des amplitudes 
d'oscillations paramétriquement 
excitées dans un tel oscillateur 
est parfois appelé limitation par 
aulopolarisalion. Fig. 4.31. Courbe d'excitation para- 

En analysant le fonctionne- métrique pour un système autopolarisé 
ment des oscillateurs paramétri- 
ques de différents types aux divers mécanismes de limitation d’une 
amplitude d'oscillations paramétriques, on s’est essentiellement 
intéressé aux solutions stationnaires que l’on peut obtenir à partir 
de la solution générale d'un tel ou tel problème (si l’on arrive à le 
résoudre analytiquement, bien entendu), en laissant tendre le temps 
vers l'infini. Or, l'examen des régimes transitoires (régimes d’établis- 
sement) dans les oscillateurs des divers types, c’est-à-dire l’analyse de 
la variation de l'amplitude d'oscillations excitées en fonction du 
temps, présente un intérêl notable. 

Dans la plupart des cas réels où plusieurs mécanismes de limita- 
tion d'amplitude fonctionnent simultanément. ïi.e. le système 
possède plusieurs éléments non linéaires, la solution complète du 
problème ne s'obtient que par méthodes numériques sur l'ordinateur. 
Toutefois, le caractère d’un processus transitoire peut être qualitati- 
vement (et. parfois, quantitativement) déterminé sur la base de 
l'étude de l’exposant caractéristique À. 

Le caractère général de la stabilité des solutions stationnaires 
pour les oscillateurs paramétriques de tous les types découle de 
l'analyse des parties réelle et imaginaire de l’exposant caractéristi- 
que À. Si la partie réelle pour les solutions non nulles est négative le 
régime stationnaire correspondant est stable, d'après Liapounov, la 
présence ou l'absence de la partie imaginaire de l’exposant caracté- 


Rigide 
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ristique mettant en évidence le caractère de cette stabilité. 

Si Re À < 0 et la partie imaginaire À est absente (Im À = 0), 
les perturbations dans le domaine de stabilité s’amortissent de façon 
apériodique ; si, au contraire, l’exposant À est complexe, l’amortisse- 
ment est oscillatoire. C’est pourquoi l'approche de l'amplitude 
stationnaire dans le cas du mécanisme de limitation dissipatif 
(limitation par résistance non linéaire) a un caractère apériodique 
{fig. 4.32, trait plein). Sur la même figure en trait interrompu est 


0 l, 2 1 : t 


Fig. 4.32. Graphique d'établissement Fig. 4.33. Graphique d'établissement 

de l'amplitude stationnaire dans un de l'amplitude stationnaire dans un 

oscillateur paramétrique pour un mé-  oscillateur paramétrique à la limita- 

canisme limitateur dissipatif tion par une non-linéarité du para- 
mètre réactif 


montrée l’évolution d'établissement de l'amplitude stationnaire 
dans un oscillateur à élément actif. Le régime transitoire en excila- 
tion paramétrique des oscillations se distingue par le fait que l'accrois- 
sement d'énergie des oscillations paramétriquement excitées cest 
proportionnel à leur propre énergie. Etant donné que l'énergie accu- 
mulée à l’origine (énergie des fluctuations thermiques) est petite 
l'amplitude des oscillations paramétriques au début, sur la portion 
de O à £, croît lentement, puis sur la portion de {, à {, monte en 
flèche et sur la portion { > t,, lorsque le mécanisme de limitation 
se met à agir, l'amplitude d’oscillations de l’oscillateur paramétrique 
s'approche asymptotiquement de l'amplitude stationnaire À, (cas 
d'amortissement non linéaire). 

Lorsque les oscillations paramétriques sont limitées par l'action 
de la réactance non linéaire (mécanisme de limitation par désaccord) 
le système gagne son état stationnaire en oscillant (fig. 4.33). Le 
régime oscillatoire d'établissement des oscillations peut apparaitre 
grâce à l’inertie du paramètre réactif. Dans ce cas l’exposant carac- 
léristique À est une grandeur complexe dont la partie réelle (Re À) 
détermine le taux de diminution des variations d'amplitude et la 
partie imaginaire (Im À). la fréquence (période) des oscillations 
lorsque l'amplitude tend vers la valeur stationnaire. 
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Un oscillateur paramétriqae comportant une résistance non 
linéaire, une capacité non linéaire et un circuit d’autopolarisation 
permet en fonction du rapport entre les paramètres non linéaires, 
de la profondeur de modulation, du désaccord et de la relation 
entre la constante de temps du circuit d’autopolarisation et la pério- 
de d'oscillations paramétriques de réaliser dans le système aussi bien 
le régime stationnaire avec l’automodulation sinusoïdale ou inter- 
mittente. 

Du point de vue physique le processus d’excitation des  oscilla- 
tions dans l’oscillateur paramétrique peut être interprété ainsi. Le 
circuit oscillant de l’oscillateur paramétrique à un circuit représente 
un système oscillant de haute qualité; il y existe, encore avant Île 
branchement de l’oscillateur de pompage, par suite des fluctuations 
thermiques présentes, des oscillations électriques à un large spectre 
de pulsations, de plus l’oscillation avec une des pulsations &w sur 
laquelle est approximativement accordé le circuit de l'oscillateur 
paramétrique dépasse fortement toutes les autres en amplitude 
quadratique movenne. Alors, la mise en marche de l’oscillateur de 
pompage de pulsation 2 amèncra l'accroissement de l'amplitude 
de la composante de bruit de pulsation exactement égale à la moitié 
de la pulsation de pompage (pour le premier domaine d’instabilité 
paramétrique); la phase de cette composante vis-à-vis de la phase 
des oscillations de pompage correspond au cas de la résonance para- 
métrique « forte ». Toutefois, comme il vient des caractéristiques 
de la résonance paramétrique « forte », le changement de phase du 
signal à amplifier de x n’influe pas sur le processus de son amplifi- 
cation paramétrique. Î[l en découle une conséquence importante 
consistant en ce que l’oscillateur paramétrique permet d'exciter Îles 
oscillations soit en une phase soit en une autre (opposée). 

Ainsi, les oscillateurs paramétriques à un circuit ont une propriété 
telle que les phases des oscillations qui y sont paramétriquement 
excitées dépendent des conditions initiales. Si les conditions iniliales 
sont aléatoires (bruit thermique, par exemple), la phase des oscilla- 
tions excitées le sera également. Si l’oscillateur de pompage fonctiou- 
ne de façon continue, il est possible, par un choix de conditions 
initiales, d’exciter les oscillations soit dans une phase soit dans une 
autre (opposée) désignées conventionnellement par 0 et x. La phase 
de ces oscillations par rapport à celle de la tension de pompage se 
conserve dans l’oscillateur de pompage aussi longtemps que l’on 
veut. 

Cette propriété des oscillateurs paramétriques est mise à profil 
dans les paramétrons, oscillateurs paramétriques à un circuit, petits 
de dimensions et de puissance consommée, utilisés en technique 
comme éléments de mémoire dans les machines à calculer et unités 
logiques (combinaison d’une grande quantité de paramétrons dans 
une machine). En vertu du caractère spécifique des régimes transi- 
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toires accompagnant l'excitation paramétrique des oscillations (pré- 
sence d’une portion initiale caractérisée par un lent accroissement 
d'amplitude à la suite de quoi le processus d'établissement de l’am- 
plitude stationnaire dure pendant 20 à 30 oscillations environ de 
fréquence fondamentale), les dispositifs de calcul et logiques montés 
sur les paramétrons sont utilisés, en règle générale, dans les cas où 
l'on exige non pas une grande rapidité mais une haute fiabilité, par 
exemple, dans la commande des machines-outils à commande numé- 
rique. 

Les systèmes oscillants à excitation paramétrique peuvent deve- 
nir siège des effets de combinaison. Les convertisseurs paramétriques 
dans lesquels la conversion de la fréquence se fait à l’aide de la tension 
de pompage et d'éléments non 
linéaires peuvent donner nais- 
sance à toute une série de 
fréquences de combinaison. En 

Cg) particulier, il est possible d’ Ex- 
meusdt den ui | citer des oscillations paramétri- 
PER ES ques en appliquant à l'élément 
non linéaire non une, mais par 
Fig. 4.34. Schéma d'un oscillateur exemple, deux tensions de pom- 
paramétrique à deux oscillateurs de page de fréquences différentes. 
pompage Le schéma d'un tel oscillateur 
paramétrique à un circuit à deux 
oscillateurs de pompage de fréquences différentes est donné fig. 4.34. 
Ici l’on utilise un condensateur ferro-électrique en qualité d'élément 
réactil non linéaire. 

L'équation décrivant l’évolution oscillatoire dans un tel systè- 

me cest 


L LE +R + ue (q) = u, cos (w,t) + u, cos (ot). 


Si la relation volt-coulomb w 4 (q) sur le condensateur est développée 


sous forme de polynôme uc (q) = _. (q + Bod® + Yo9® + ...), ce 
0 
qui correspond à la variation de la capacité du condensateur non 


linéaire selon la loi = (1 + Bogq + Yo9° +...) et l’on se li- 
0 


mile aux Lermes de développement ci-indiqués et l’on pose encore 
que le circuit envisagé abrite des oscillations forcées de pulsations 
non commensurables &, et w., ces oscillations agissant sur l'élément 
non linéaire feront naître des oscillations de combinaison. 

Le premier terme non linéaire du développement Y,g* détermine 
l'apparition des composantes de variation de la capacité inverse sur 
les pulsations de forme w, + w2 (i.e. pulsations représentant une 
combinaison de pulsations de base d’où. précisément, le terme 
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« fréquences de combinaison »). Si l’on tient compte des puissances 
encore plus élevées du développement de la capacité inverse selon 
les puissances de la charge q, on aura davantage de fréquences de 
combinaison et dans le cas général elles auront la forme 


mon ÆE 7. 


où m ct r sont des entiers quelconques, la somme m +- nr correspon- 
dant à la puissance du terme le plus élevé dans le développement de 
la capacité inverse. 

Si l’oscillation de quelque fréquence de combinaison satisfait 
aux conditions d’excitation paramétrique, il apparaît dans Île circuit 
des oscillations de pulsation w Æ «%, où w, est la pulsation propre 
du circuit de l’oscillateur paramétrique. En ce qui concerne le pre- 
mier domaine d’instabilité paramétrique, cela peut se produire 
dans le cas où &, — 2w (w, —= 0), dans le cas où w: — 2w (w, — 0), 
dans le cas où w, + w&, = 2w ou dans le cas général où mu, + now: — 
— 26. Donc, outre l'excitation des oscillations de pulsation égale 
à la moitié de pulsation d'un oscillateur de pompage © — w/2 
(w, = 0) ou &© = w,/20 (1 = 0), dans le système avec deux oscilla- 
teurs de pompage peuvent être également excitées des oscillations 
de pulsations © = (wo, + w:)/2, ou dans le cas général de pulsa- 
lions © = (mo, + nw,)/2. (Pour simplifier nous avons considéré les 
conditions de fréquence d’excitation des oscillations paramétriques 
correspondant au premier domaine de Mathieu. Evidemment, les 
oscillations de combinaison peuvent, également, ètre excitées dans 
les domaines de Mathieu d’un ordre plus élevé.) 

En étudiant les effets de combinaison dans les systèmes para- 
métriques, on suppose que «w, et w, sont des pulsations incommen- 
surables telles que la période de répétition de la somme des oscilla- 
tions de pulsations w, et w, dépasse de plusieurs ordres les périodes 
d'oscillations w, et w,. Si les pulsations @, et w: étaient commensu- 
rables, la somme des tensions 


U COS (ait) + uw, COS (it) 


varierait périodiquement. Le second membre de l'équation de base 
contiendrait alors une foncticn périodique du temps et l’utilisation 
de Ja méthode d’ALV avec la moyenne des équations différentielles 
exactes sur la période ne poserait aucun problème. Il est seulement 
nécessaire de tenir compte encore des relations de phase entre les 
fréquences interagissantes. Si les valeurs de w, et de w, sont incorm- 
mensurables, l'application de la méthode d’'ALV est compromise 
et des approximations convenables sont obligatoires pour résoudre 
l'équation de base. 


CHAPITRE 5 


AUTO-OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES À UN DEGRÉ 
DE LIBERTÉ 


$ 5.1. Principales définitions physiques 
et classification des systèmes auto-oscillants 


Les systèmes auto-oscillants se rapportent à la classe des systè- 
mes oscillants actifs dont la définition est donnée au $ 4.1. Toutefois, 
à la différence de ceux-ci pour lesquels l'apport d'énergie se laisse 
décrire univoquement à l’aide d’une résistance négative et qui peuvent. 
être linéaires et non conservatifs, les systèmes auto-oscillants sont 
foncièrement non linéaires et non conservatifs. Cette caractéristique 
conditionne l'éventualité d’exis- 
tence dans les systèmes auto- 
oscillants des oscillations sta- 
tionnaires en forme et en valeur, 
ce qui, dans le cadre des notions 
sur le plan de phase, signifie la 
présence des cycles limites, 
trajectoires de phase fermées 
asymptotiques. 

La fig. 5.1 représente le 
schéma d’un système auto-oscil- 
Jant le plus simple. Si par W on 
Fig. 5.14. Schéma général d'un système désigne la réserve d'énergie 

auto-oscillant oscillatoire dans le système, alors 

en régime stationnaire d'’auto- 

oscillations la variation de l’énergic oscillatoire en une période 
est, par définition, égale à zéro, soit 


Nr — N; = (. 


Â Jémer! 


de accumulelion 


ê e ar 407 


Rappelons que pour les systèmes conservatifs, dN/dt = 0 puisque la 
réserve d'énergie oscillatoire V = const. Dans le cas des systèmes 
dissipatifs, dN/dt = — F (t) < 0, où F (t) est une fonction caracté- 
risant les propriétés dissipatives du système, F (t) > 0 pour les 
systèmes dissipatifs. La fonction de dissipation caractérise la puis- 
sance des pertes dans le système. 

En effet, si l'on confère à l'équation décrivant le comportement 
du circuit oscillant série, i.e. d’un système oscillant dissipatif, la 
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forme 
d°q dq d 
en en tire sans peine 
dfiypfdg\?, 1 1 dq \2 


On voit donc que la variation des énergies magnétique et électrique 
du circuit oscillant, i.e. la variation de l'énergie oscillatoire du 
système, est égale à la puissance des pertes soit sous une écriture 
généralisée, dN/dt — — F'(t). En général, F (t) > 0, mais dans les 
systèmes auto-oscillants sont possibles des intervalles de temps 
propres aux amplitudes et vitesses déterminées lorsque F (t) < 0. 
Il est bien évident que la condition F (t)-< 0 n'est valable que 
pour les systèmes actifs. Ces raisonnements d'ordre physique condui- 
sent à l'équation fondamentale du bilan énergétique des systèmes 
aulo-oscillants 


T 
( F(t)dt=0. (5.1.3) 
0 


I] est tout à fait clair que le processus auto-oscillatoire est impossible 
dans les systèmes dissipatifs linéaire et non linéaire. Pour réaliser 
un processus auto-oscillatoire il faut que la fonction f(t) soit alternée. 
Avec cela pendant une partie de la période il se produit l'accumulation 
d'énergie oscillatoire (ce que l’on peut décrire à l’aide d’une notion 
connue de résistance négative À _), alors que pendant une autre partie 
la diminution d'énergie oscillatoire. On peut alors assurer le bilan 
Œ 


éncrgétique du système ( F (t) dt = 0, ce qui signifie la présence 


0 

des aulo-oscillations stationnaires dans le système oscillant. Si, 
par exemple, on admet que dans le système oscillant la résistance 
dépend du courant qui la traverse, i.e. R = R (i) alors pour que 
les auto-oscillations se réalisent il faut exiger que la fonction FÆ (£) — 
— R(iji® soit alternée. C'est seulement dans ce cas qu'on arrive 
à satisfaire la condition (5.1.3). Comme on le voit. c’est la fonction 
R (i) qui doit être alternée pour que cela se réalise. 

En ce qui concerne la forme des auto-oscillations, il convient de 
présenter certaines hypothèses physiquement justifiées. Si l’élé- 
ment d'accumulation (voir fig. 5.1) représente un circuit oscillant 
de qualité et le système est le siège d’auto-oscillations, celles-ci seront 
plus proches des auto-oscillations sinusoïdales:; les propriétés du 
circuit de réaction n’influent que faiblement sur la forme des oscilla- 
tions et il sert essentiellement à accumuler l'énergie au cours d’une 
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partie de la période d’auto-oscillations. Si pendant les auto-oscilla- 
tions on coupe le circuit de réaction, on observera dans l’élément 
d'accumulation des oscillations amorties. Les systèmes auto-oscil- 
Jants satisfaisant aux conditions ci-indiquées sont dits systèmes auto- 
oscillants du type oscillatoire. Dans les systèmes oscillatoires Îles 
pertes d'énergie par période et, par conséquent, l'énergie additionnée 
sont beaucoup plus petiles que la réserve d'énergie accumulée dans 
le système oscillant de base. 

Si l'élément d’accumulation (fig. 9.1) représente un circuit 
apériodique constitué essenticllement d'éléments RL ou RC, la for- 
me des auto-oscillations dépend sensiblement des propriétés du 
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Fig. 5.2. Caractéristique volt-ampère d'une diode à effet tunnel (a) et d’un 
dispositif à décharge dans le gaz (b) 


circuit de réaction. Si ce système satisfait aux conditions d’auto- 
excitation la forme des oscillations générées est, en général, loin de 
la sinusoïde et la période des oscillations est liée au temps de relaxa- 
tion du système bien que dans certains cas (voir plus bas) par un 
choix de paramètres du système auto-oscillant on parvienne à le 
faire générer des oscillations proches de celles sinusoïdales. On 
convient d'appeler ces systèmes systèmes de relaxation. On dit qu'un 
système est de relaxatior si après la rupture de la voie de compensa- 
tion des pertes dans le système (voie de réaction fig. 5.1) les oscilla- 
tions dans l'élément d’accumulaticn s'amortissent de façon apériodique 
indépendamment de la forme de ces oscillations avant la rupture du 
circuit de réaction. Il en découle immédiatement que dans les systè- 
mes de relaxation auto-oscillants un échange d'énergie (dissipée con- 
tre apportée) de 100 % se produit au cours de chaque période d'’oscil- 
lations. 

Comme il a été précédemment noté, pour obtenir des auto-oscilla- 
tions dans le système, il faut que la fonction de dissipation soit 
alternée afin que l’on puisse utiliser les bipôles non linéaires de natu- 
re physique distincte dont les caractéristiques volt-ampère ont des 
portions dites tombantes (fig. 5.2). Sur ces portions, par voie de 
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maintien forcé dans le bipôle d'üne intensité ÿ, ou d’une tension u, 
déterminées, on assure l’apparition dans le système d une résistance 
négative et, par conséquent, l'éventualité des auto-oscillations. 
De telles caractéristiques tombantes sont propres aux diodes à effet 
tunnel, aux tubes à gaz, aux tubes multigrille, aux thyristors, aux 
diodes à effet Gunn, aux contacts supraconducteurs de Josephson, 
etc. Dans le cas où on a à associer en parallèle un bipôle non linéaire 
à résistance différentielle négative et un circuit parallèle, il faut 
utiliser un élément doté de caractéristique du type N représentée 


Fig. 5.3. Schéma d'un système oscillant à élément actif non linéaire à caracté- 
ristique du type N (a) et du type S (b) 


fig. 5.2, a, puisque tous les éléments d’un tel système oscillant ont 
en commun la tension u. L'équation de Kirchhoff pour ce système 
(fig. 5.3, a) a la forme 


| d 
F\udt+CT + He tu) =0 


soit, en différentiant une fois 


d® 1 1 ; d 1 
to lr + @) | + ru =0, (5.1.4) 


où p’ (u) est la conduction différentielle de l’élément non linéaire 
à caractéristique tombante dite également pente de caractéristique. 
La condition d'auto-excitation du système (l'instabilité des états 
de repos à u, — 0) s'obtient si l’on exige que soit remplie l'inégalité 


[+9 (u) | <0. (5.1.5) 


Pour cela il est nécessaire que, premièrement, p° (u) [4=u, < 0, et, 
deuxièmement, | q (u) | > 1/R. 

Autrement dit, il faut appliquer à l'élément non linéaire une 
tension continue telle qu'elle permet d’avoir la pcrtion tombante 
de la caractéristique volt-ampère et de plus assurer que la pente 
différentielle négative q’(u) au point de travail dépasse en module 
Ja conduction active dans le système. Cela impose un choix de A 
conforme à l'inégalité À, > 1/|ç° (u)|. 

Pour le montage en série des éléments (fig. 5.3, b) c’est le courant 
i qui est commun à tous les éléments si bien qu'il paraît ration- 


13—7h7 


494 AUTO-OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES A UN DEGRÉ DE LIBERTÉ  [CH. 5 


nel d’écrire l'équation du mouvement sous la forme 


j 3 1 | : 
LE + Ri+T \ idt+ pi) =0, (5.1.6) 
soit, 
2 ir 1 1: 
+ LR + PONS + i= 0. (5.1.6a) 


Dans ce cas il faut utiliser l’élément à caractéristique volt-ampère 
du type S (fig. 5.2). La condition d’auto-excitation s'écrit ainsi 


[Ro + p°(i)] << 0, (5.1.7) 
que l'on pent satisfaire si 
(6) lis, 0, 1) lis > Ro: 


Pour satisfaire à la condition (5.1.7) il faut que l'élément non 
linéaire soit traversé par un Courant supplémentaire i, assurant 
au point de travail une caractéristique tombante, et choisir À, 
appropriée. 

Notons que pour créer un état d'équilibre instable aussi bien 
pour le circuit en parallèle que pour celui en série on doit incor- 
porer dans le système des sources de tension ou de courant 
supplémentaires. On en conclut qu’il n'est possible d'obtenir des 
propriétés d'un élément actif qu'en présence dans le système d’une 
source d'énergie. 

Si l’on prend comme variable indépendante la tension sur la 
capacité pour être sûr que cette variable x = uç n'admet pas de sauts 
(l'énergie accumulée dans le condensateur ne peut pas varier par 
saut), alors compte tenu de ic = Cduc/dt = C dx/dt et en introdui- 
sant le temps sans dimension, + — ot où w* — 1/LC il vient de 
(5.1.6a) 


x + [RCox + 4 (Cor)] + r = 0, 
soit 


z+f(2 +zr=0, (5.1.8) 


où / (x) = RCoz + 4 (Cwz). Si pendant toutes les évolutions dans 


le système la fonction f (x) est petite. cette équation décrit un système 
voisin de celui linéaire conserv e tels systèmes auto-oscillants 
sont dits du type oscillatoire de Thomson. 

Si x = % est la position d'équilibre du ystème étudié alors 
f (0) = —z. La stabilité de cette position d'équilibre se détermine 
par le caractère de la solution de l'équation aux petites variations 
(perturbations) n de la valeur d'équilibre x = x i.e. z = zo +1; 


alors f (x) = f (n) = f (0) + f’ (0) n +... 
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L’équation aux variations à la forme 


n +f (O)n +n = 0. (5.1.9) 

Si f” (0) < 0, alors les variations n aussi petites qu'elles soient au 

voisinage de la valeur initiale x, se transformeront en oscillations 

croissantes. Les paramètres de celles-ci peuvent être trouvés soit par 

intégration de l'équation de base (5.1.8), soit par l'analyse qualitati- 

ve du système dans Île plan de phase par méthode des isoclines ou 

par méthode de Liénard. L’équation de trajectoires de phase pour 
le système envisagé à la forme 

dy (z--f(0)) 

A (5.1.10) 


où, comme auparavant, y = x. 


$ 9.2. Systèmes auto-oscillants dégénérés 


Un système auto-oscillant dégénéré est un système qui ne contient 
pas tout l’ensemble d'éléments réactifs. Considérons l'exemple d’un 
tel système qui, naturellement, 
est un système de type de relaxa- 
tion (fig. 5.4). On peut écrire 
pour ce système 


Ritu=E£, i=ie+ir, 


du 


lc = PT i* = p(u), Fig. 5.4. Schéma d'un système auto- 


oscillant dégénéré à R ct à C 


où w est la tension aux bornes de l’élément non linéaire et. par con- 
séquent, 


RC —E—u—Rç(u). (5.2.1) 


En état stationnaire, À =0 et 


E —u ‘ 


En qualité de bipôle actif il faut utiliser un élément à caractéristique 
volt-ampère tombante du type S (cf. fig. 5.2, b). Représentons graphi- 
quement l'équation (5.2.2) pour trois tensions d'alimentation du 
schéma, E,. E,, E, correspondant à trois états stationnaires «| 
système 1, 2, 3 (fig. 5.5). Analysons la stabilité de l’état station “- 
re up. Soit u — up + n. En linéarisant par rapport à la petite 
variation n la caractéristique volt-ampère œ (u) au voisinage de 
l'état stationnaire w, il vient 


p (u) = p (uo + n) = p (wo) + np (wo); 
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en substituant l’expression obtenue dans l'équation de base (5.2.1), 
on trouve 


RC = —{1+ Ro’ (w)ln. (5.2.3) 


Si [4 + Ro’ (w)]l > 0 on obtient la solution amortie, pour [1 + 
+ Rp (uo)l < 0, la solution accroissante. Par conséquent, à [4 + 


Fig. 5.5. Détermination graphique des positions d'équilibre pour un oscillateur 
de relaxation RC dégénéré 


+ Rp (w)] > 0, le système décrit par l'équation du mouvement 
de base (5.2.1) se trouve en état stable et à [1 + Ro'(uo)] < 0 l'état 
avec u = u, est instable. D'où il découle immédiatement que les 
états Zet 3 (fig. 5.5) sont stables 
et l’état 2 peut être instable si 
p (us) << —1/R. 

Construisons le portrait de 
phase du système de relaxation 
étudié et pour ce faire représen- 
tons dans le plan de phase en 
coordonnées ic — C du/dt et u, 
le tracé de la fonction C du/dt — 
= (E — u)/R—4œ(u) (fig. 9.6). 

Considérons la position d'équi- 
libre (du/dt—0) correspondant au 
Fig. 5.6. Portrait de phase des oscilla- point 2 fig. 5.5. Si le système en 
tions dans un oscillateur de relaxation vertu deses fluctuations a subiune 

RG Jépenene action dans le sens de l’accroisse- 


ment de la valeur de w, la tension 
va augmenter vu la positivité de du/dt jusqu'à l'instant où TE = 


d ris | _ | 
re (c +) devient infini. L'accroissement ultérieur de w est impos- 
sible, mais le point représentatif avec diç/du — ne peut pas être 


point d'équilibre. Il en vient donc que l'analyse du système a mis 
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en évidence une contradiction ‘interne qui résulte du fait que la 
description mathématique du système à l’aide d'une équation diffé- 
rentielle du premier ordre n’est pas en mesure de traduire toutes ses 
particularités fondamentales. Pour une analyse systématique il con- 
vient de considérer la petite inductance parasite qui existe toujours 
dans les montages contenant des fils de connexion. Dans ce cas Île 


te 
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Fig. 5.7. Graphique de variation de la tension aux bornes du condensateur ct 
du courant dans un oscillateur de relaxation RC dégénéré 


système sera décrit par une équation différentielle du deuxième or- 
dre, ce qui permet de parvenir à une solution périodique et, donc, 
à l’évolution auto-oscillatoire. | 

Toutefois, on arrive à obvier la contradiction surgie en supposant 
que le système saute au cours de l’évolution d'une branche stable 
à une autre, i.e. du point 1 au : 
point 2 et du point 3 au point 
4. Une telle supposition se base 
sur le fait que pendant le saut 
du courant à L —0O l'énergie 
ne varie pas dans le système, 
1.6. Mito = No. Cette con- pig. 5.8. Schéma d'un système LR 
dition de continuité de l'énergie auto-oscillant dégénéré 
appliquée à ce système conduit 
à la condition de continuité de la tension aux bornes du condensateur 
(uchtto = (Uc)r-0- En admettant l'éventualité de l'existence de 
sauts de courant infiniment rapides dans le système étudié on obtient 
pour uc (t)et ic (t) des évolutions auto-oscillatoires représentées 
fig. 5.7. Une telle analyse simplificatrice du mouvement ne fournit 
pas de caractéristique exhaustive d’auto-oscillations. Une solution 
plus précise est obtenue si l’on tient compte de la présence de l’induc- 
tance parasite réelle, ce qui conduit à la vitesse finale des sauts. 
Les évolutions auto-oscillatoires analogues sont également possi- 
bles dans les systèmes à dépendance non univoque de la tension des 
courants (caractéristique volt-ampère du type V), par exemple, dans 
le système représenté fig. 5.8. Dans ce système sont possibles l’exci- 
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tation et l'entretien d’auto-oscillations avec sauts de tension. La 
condition d’un saut dans ce cas sera due à la continuité de courant. 
i.e. la continuité de variation du flux magnétique dans l’inductan- 
ce L déterminant la réserve d'énergie dans le système. A l'instant 
du saut is10 —= i1-0- 

Un autre exemple d'un système auto-oscillant dégénéré est un 
oscillateur transitron utilisant la portion tombante de la caractéristi- 
que volt-ampère exprimant la variation du courant de la seconde 
grille du pentode en fonction de la tension sur la grille anti-dynatron 


# 
g Ug, 
Fig. 5.9. Caractéristique transitron de Fig. 5.10. Schéma du transitron 
la pentode 
ip, — P (ug,) (fig. 9.9). Le schéma de l’oscillateur transitron repré- 


sentant un montage à deux degrés de liberté dégénérés est montré 
fig. 5.10. Il peut être décrit par les équations suivantes (en omettant 
pour abréger l'indice c de la tension) : 


RC +u+ HE, (9.2.4) 
ur (CT is,— Ci Le ]. (5.2.5) 


11 découle de (5.2.4) l'expression de u, que nous substituons avec sa 
première dérivée par rapport au temps du,/dt = —RC d'u/di* + 
+ du/dt dans (5.2.5), ce qui fournit use suivante 


RrCC, LE + IRC +rC +rC] + ri, tu= Es. (5.2.6) 


Désignons l’argument de la caractéristique transitron non linéaire 
par x — uy, — RC du/dt; alors l'équation (5.2.6) après être diffé- 
_, une fois sig la _. 


S Le 
Se + [+ - Fer _ Re 2 dt +- He. = (, (5.2.7) 


où, comme d'habitude, S (x) = “ Il est aisé de voir que S (x) 
a la dimension de la conduction et, par conséquent, la portion tom- 
bante de la caractéristique transitron représente une partie de la 
caractéristique volt-ampère du type N (cf. fig. 5.2). 
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De l'analyse de l’équation (5.2.7) on peut tirer les conclusions 
importantes. Si l’on suppose que le facteur de la première dérivée 
dr/dt en état de repos du système (x — 0) puisse être rendu inférieur 
à zéro par choix de paramètres r, R, C, C1, S (0) le système peut 
devenir le siège des auto-oscillations. La pulsation de celles-ci 
dépend du produit de deux constantes de temps, rC; et RC. soit 
wo? — (Rr CC;)-'. Les conditions d’auto-excitation du système ont 
la forme 


S(O)<0, 1SO1>++7+2%- (5.2.8) 


Si l'on suppose maintenant que le facteur de la première dérivée de 
l'équation (5.2.7) reste petit pour toutes les valeurs possibles de x au 
cours des oscillations, alors une telle équation décrit le processus 
auto-oscillatoire proche d’une sinusoïdale. Il est possible de rendre 
petit ce facteur si l’on parvient à assurer sur la portion linéaire de la 
caractéristique tombante l'inégalité faible suivante: | S (0) | > 


1 { Ci 
> +aTSR- 

En analysant le comportement d'un tel système auto-oscillant 
il convient de souligner le rôle particulier du paramètre C, qu'il joue 
dans la détermination de la forme des oscillations. Si l’on confère 
à l'équation (5.2.7) la forme 


d°r 1 1 C dx Î 
Getlrtetets@ | s=0 


et l’on pose que C;, —+ 0, on obtient l'équation différentielle à petit 
facteur devant la dérivée supérieure. Une telle classe d'équations 
dans la théorie des oscillations a une grande valeur. En effet. lors- 
que C, —0 le premier terme de l’équation n'influe sur le caractère de 
l'évolution que dans les domaines de la variation de x où dx/dt est 
grande, c'est-à-dire la présence de la capacité C, permet de prendre 
en considération des variations brusques de courant (C; d“x/dt*). 
Lorsque la variation d'intensité est lente et C; est voisine de zéro 
{par exemple, C, n’est que la capacité parasite du système) l'éva- 
luation dans le système se décrit par l'équation du premier ordre 


dx 1 1 x 
arts ts] 0 GS 
dont il découle 
dz z 
dd — CIR+Er+HRrS (x) (5.2.10) 


Puisque l'expression entre crochets dans (5.2.9) représente un cofac- 
teur dans la fonction de dissipation du système oscillant et doit 
être alternée dans le cas des systèmes auto-oscillants, l'expression 
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entre crochets dans (5.2.10) passe à la variation de x par zéro par les 
points donnés par 


15) 1= << (5.2.11) 


En ces points le système subit de très rapides variations d'intensité 
et pour déterminer le temps final du saut il faut tenir compte du 
terme avec la dérivée seconde C;d°x/dt*. Moins est C;, plus nettement 
se manifestent de rapides étapes de l’évolution, c'est-à-dire que les 
auto-oscillations ont un caractère de relaxation discontinu. 

Ainsi, en modifiant dans de larges limites C;, on arrive à faire 
générer le système auto-oscillant de relaxation, l’oscillateur transi- 
tron en l'occurrence, des oscillations s'étendant de celles typique- 
ment discontinues à celles proches des sinusoïdales. Les plus proches 
des oscillations sinusoïdales sont celles obtenues à l'approche de la 
violation de la condition d’auto-excitation (5.2.8) due à l’augmen- 
tation du paramètre C;. Ce comportement particulier de l’oscillateur 
transitron en tant que système auto-oscillant de relaxation en fonc- 
tion du paramètre C;, peut être observé dans le plan de phase en cons- 
truisant des portraits de phase du système compte tenu de la forme 
concrète de la caractéristique S (x). 

Si l’on met le facteur de la dérivée première dans (5.2.7) sous 
la forme 


— [+++ R SE HT CR +8 (x) | = ep (x), 


l'équation des trajectoires de phase pour ce système acquiert la forme 


dy 1 z 
de — —+| RrCC; + EY: (x) y | ’ 


et l’équation des isoclines, la forme 


__ z/(RrCC;) _ 
y = Hi TEb G) >, ou k; — dy/dx. 
Pour de petits € correspondant à de grandes C,; les isoclines sont 
voisines des droites et l’on peut admettre un tel système auto-oscil- 
lant proche de celui linéaire conservatif avec trajectoires de phase 
proches d’ellipses. Pour de grands & (petite C;) les isoclines diffèrent 
fortement des droites et les trajectoires de phase comportent de ra- 
pides variations de la dérivée en fonction de la coordonnée. A la limi- 
te, lorsque C, = 0 l’évolution est décrite par l’équation du premier 
ordre si bien que dans le plan de phase il ne reste qu’une et une seule 
trajectoire de phase. Dans ce cas les évolutions périodiques ne sont 
possibles qu’en présence des sauts de la dérivée en conservant conti- 
nues les variations de x, tension sur la capacité déterminant la ré- 
serve d'énergie du système. 
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L'oscillateur transitron a un défaut consistant dans l’impossibi- 
lité de modifier la fréquence d’oscillations sans changer ni forme ni 
amplitude, car tous les paramètres déterminant la fréquence d’oscil- 
lations entrent dans la condition d’auto-excitation (5.2.8). 


‘ $ 5.3. Etude générale des systèmes auto-oscillants 


£ 


Les exemples des systèmes de relaxation nous ont montré que la 
description mathématique du mouvement dans les systèmes auto- 
oscillants réels à un degré de liberté doit s'appuyer sur les équations 
différentielles du deuxième ordre. Pour les systèmes décrits par ces 
équations du deuxième ordre on peut obtenir l’image de l’évolution 
correspondante dans le plan de phase. Dans certains cas où l’équation 
cst non linéaire et ne se laisse pas résoudre analytiquement, le tracé 
du portrait de phase du mouvement dans le système est une aide 
appréciable dans la détermination de la forme des oscillations et de la 
dynamique de leur établissement. Notons par ailleurs qu'en résol- 
vant des équations non linéaires complexes on s'adresse également 
aux méthodes numériques et aux ordinateurs. 

Si l'on considère les systèmes auto-oscillants aux paramètres 
réactifs constants dans l’hypothèse que la non-linéarité ne se mani- 
feste que dans les propriétés du terme dissipatif de l'équation du 
mouvement, celle-ci peut être mise sous forme générale 


LE + (z, À) + or = 0. (9.3.1) 


Un choix convenable de la fonction 4, (x, dx/dt) rend l'équation 
valable pour tous types des systèmes auto-oscillants (aussi bien 
oscillatoires que derelaxation). En introduisant un temps sans dimen- 
sion T = Got il vient 


zx, r)+z=0. (5.3.2) 


Si l’on pose, comme d'habitude, z = y l'équation des trajectoires de 
phase s’écrira sous la forme 


dy z+WŸ(xz, y) 
En EEE (5.3.3) 


L'introduction de t — w,t est dans l'équation (5.3.1) nécessaire 
pour avoir une même échelle des x et y. 

1 découle des définitions physiques que si le système est auto- 
oscillant il doit y exister un processus oscillatoire stationnaire qui 
est traduit dans le plan de phase par une trajectoire de phase fermée 
puisque le système auto-oscillant peut être assimilé à celui quasi con- 
servatif. Si les auto-oscillations dans le système sont stables la tra- 
jectoire de phase fermée doit aussi l'être, i.e. toutes les trajectoires 
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de phase à son voisinage proche doivent tendre vers elle. Ces tra- 
jectoires de phase limites sont dites cycles limites. 

Pour un cycle limite le bilan énergétique doit être valable, 
ie. par période d'oscillations 


| pce. y)rdt=—0. 
0 


On démontre qu'aux conditions déterminées imposées à la forme 
de la fonction dissipative 1 (x, y) ces cycles limites existent et ils 
décrivent les processus auto-oscillatoires. En représentant dans le 
plan de phase des systèmes auto-oscillants il convient parallèlement 
aux cycles limites de considérer 
également des points singuliers 
correspondant aux états d'équi- 
libre. 

Si l'on pose que (x, y) — 
— f (y), ce qui correspond aux nom- 
breux systèmes oscillants physi- 
ques. l'équation des trajectoires 
de phase acquiert la forme 


_: | | , D pe 
Fig. 5.11. Construction de Liénard 


d'un élément de trajectoire de phase La construction graphique ap- 


| prochée des trajectoires de phase 
de ces systèmes (cf. $ 2.3) se fait aisément par méthode de Liénard. 
Sur la fig. ».11 on montre les constructions pour certains points 
(4, C, B) du plan de phase, la forme de f (y) étant donnée. 

_ Si le système est dissipatif, la fonction f (y) doit avoir le même 
signe que y. Si le système reçoit de l'énergie, le signe de j (y) est 
contraire à celui de y. Le centre instantané pour la construction des 
segments de la trajectoire de phase se situe à droite de l’origine 
des coordonnées et la trajectoire de phase elle-même se déroule. Dans 
le cas des auto-oscillations stationnaires il faut que l'apport d'éner- 
gie soit compensé par les pertes dans le système ; autrement dit, la 
fonction f (y) doit être telle que le signe des pertes varie en fonction 
de l'état du système. Sur la fig. 5.11 cela correspond au mouvement 
du point représentatif sur la trajectoire de phase du point À vers le 
point C; sur cette portion, la trajectoire s'enroule. Sur la portion 
du point C au point B la trajectoire de phase se déroule. Un tel chan- 
gement d'états du système dans le plan de phase se produit quatre 
fois par période. Si les accroissements et les décroissements d'ampli- 
tude se compensent entre eux on observe le cycle limite stable et il 
y a le bilan énergétique dans le système. 
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Considérons de petites oscillations autour de la position d'équi- 
libre. On peut approximativement admettre que pour la fonc- 
tion f(y) caractérisant les pertes du système il est légitime d'écrire 


f (y) & f'(O)y. 


On sait, pour que l'état de repos soit instable il faut que f” (0) 
et y aient les signes contraires, i.e. que f’(0) y<<0. Dans ce cas le 
système se caractérise par l'accroissement d'énergie oscillatoire. Si, 
au contraire, f’(0) y > 0 il y a dans le système la dissipation d’éner- 
gie. C’est pourquoi le graphique 
de —f (y) pour le système auto- y 
oscillant à faibles pertes doit  lycé #mbt -7(y) 
avoir la forme montrée dans le 
plan de phase de la fig. 5.12. 

Pour f(y) petits les centres 
instantanés pour la construction 
des trajectoires de phase sont 
voisins de l'origine des coordon- 
nées, les trajectoires de phase 
elles-mêmes ressemblent aux cer- 
cles et les oscillations dans le 
système sont proches des sinusoiï- 
dales. Ce genre de systèmes 
auto-oscillants appartient à 
ceux du type de Thomson. Par 
conséquent, Îles systèmes auto- Fig. 5.12. Construction des trajectoires 
oscillants du type de Thomson de phase pour un système de Thomson 
se caractérisent par la petitesse 
de f (y). ce qui signifie du point de vue physique une faible perte 
et un faible apport d’énergie par période en régime stationnaire. 

L'origine des coordonnées (cf. fig. 5.12) est un point singulicr 
instable du type foyer et toutes les trajectoires issues de l’origine des 
coordonnées épousent, dans un grand ou petit nombre de périodes 
d’oscillations (en fonction de la qualité de l'élément d’accumulation 
du système) le cycle limite. 

En fonction du signe de f (y) tout le plan de phase se divise en 
-domaines suivants: Z — le domaine d'incrément où l'apport d'éner- 
gie dépasse les pertes ; ZI — les domeines de décrément où les pertes 
dépassent les apports d’érergie (cf. fig. 5.12). Dans le domaine d'in- 
-Crément la distance entre la trajectoire de phase et l’origine des coor- 
données augmente, i.e. l'énergie des oscillations augmente, dans le 
domaine de décrément les trajectoires de phase s’approchent de 
l’origine des coordonnées, ce qui correspond à la dimipu.ion de l’éner- 
_gie oscillatoire du système. Dans ur tel système, selon les conditions 
initiales (xs, Yo) la trajectoire de phase gagnera le cycle limite soit 
-de l’intérieur Si xp << Ztats Vo << Ystat, Soit de l'extérieur, si x > 


Lrle limite 
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> Zitats Vo > Ystat OÙ Titat Ot Yctar Sont situés sur le cycle limite. 

Le portrait de phase d’un système auto-oscillant pour lequel la 
fonction f (y) ne peut pas être supposée petite a la forme représentée 
sur la fig. 5.13, a. Dans un tel système les oscillations diffèrent 
sensiblement de celles sinusoiïdales, le processus d'établissement des 
auto-oscillations stationnaires se déroule beaucoup plus rapidement 
que dans le cas représenté fig. 5.12. L’échanrge d'énergie y est beau- 
coup plus élevé que dans les systèmes du type de Thomson. Un 
système auto-oscillant d'un tel type occupe une position intermé- 
diaire entre les systèmes des types de Thomson et de relaxation. 

Si l’on trece dans le plan de phase les trajectoires de phase pour 
up système dont la fonction f (y) varie dans de larges limites on obtient 


L, 4 cle mil e 


Fig. 5.13. Formes des trajectoires de phase pour les systèmes intermédiaire (a) et 
de relaxation (b) 


pour ce type de / (y) un portrait de phase représenté fig. 5.13, b.. 
La fonction f (y) d'une telle forme correspond au système auto- 
oscillant du type de relaxation proche du système dégénéré pour 
lequel le terme à dérivée supérieure n’est à prendre en considération 
que pendant de rapides variations de la cnordonnée y (le cas des 
sauts). Les ascillations stationraires (sortie sur le cycle limite) 
s’établissent dans ces systèmes pratiquement en fractions de période 
d'oscillations. L’échange d'énergie dans le système en régime d’auto- 
oscillations est proche de 100 %. Le portrait de phase de ce système. 
montre que la forme du cycle limite dépend en grande mesure de la 
forme de la fonction non linéaire f (y). 

Si l’on procède avec Van der Pol à l'intégration numérique de 
l'équation 


z+e(—1+r)r+tr—0, (5.3.5) 


dans laquelle la fonction f (y) a la forme f (y) = —e (1 — x°) y, 
alors pour diverses valeurs du paramètre adimensionné e on obtient. 
des images qui se distinguent sensiblement les unes des autres du 
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processus d'établissement des oscillations dans le système décrit 
par l'équation (5.3.5) (fig. 5.14). En cas de & = 0,1 (fig. 5.14, a), 
les oscillations s'établissent lentement, le système est de qualité 
et représente celui auto-oscillant du type de Thomson. En cas de 
e — 10 (fig. 9.14, c), les oscillations stationnaires s’établissent 
en fractions de période d'’oscillations, ont un caractère discontinu 
évident et correspondent au système auto-oscillant de relaxation 
proche de celui dégénéré. En cas de & = 1 (fig. 5.14, b) l’établisse- 
ment est atteint au bout de quelques périodes d'oscillations; la 


Fig. 5.14. Graphiques d'établissement des oscillations pour systèmes auto-oscil- 
lants des divers types 


forme des oscillations diffère fortement de celle sinusoïdale ; un tel 
système auto-oscillant est intermédiaire entre les systèmes de types 
de Thomson et de relaxation. 

Les évolutions d'établissement dans les systèmes décrits par 
l'équation de Van der Pol aux diverses valeurs de coefficients devant 
le terme dissipatif correspondent aux portraits de phase des systèmes 
aux diverses valeurs de la fonction f (y), portraits étudiés précé- 
demment dans le plan de phase à l’aide de la méthode de Liénard. 

Une étude systématique des systèmes de relaxation proches de 
ceux dégénérés à un degré de liberté peut être menée à l’aide d’équa- 
tions à petit paramètre devant la dérivée supérieure du type 


ue + (a, À) +oir =, (5.3.6) 


où u est une petite quantité. 

Il existe des méthodes élaborées de recherche des solutions pério- 
diques de l'équation de ce type en divisant la période entière en 
étapes d'évolutions rapides et lentes. Un caractère semblable des 
évolutions est propre aux systèmes auto-oscillants de relaxation. En 
passant à la dégénération (lorsque l’un des paramètres absorbant de 
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l'énergie tend vers zéro) les étapes d’une rapide évolution se trans- 
forment en sauts. Dans l'équation (5.3.6) un tel passage correspond 
à la diminution du paramètre u jusqu'à ce qu'il s’annule. 


$ 5.4. Systèmes auto-oscillants du type de Thomson 


I1 a été précédemment noté que les systèmes auto-oscillants du 
type de Thomson se caractérisent par un faible amortissement et un 
petit apport d'énergie par période d'oscillations par comparaison 
avec la réserve d'énergie oscillatoire du système. Les oscillations 

dans ces systèmes sont presque 

ÿ sinusoïdales. 
d Théorie élémentaire d'une hor- 
loge. Le système le plus simple 
de ce type est une horloge ordi- 
naire à pendule ou à balancier 
servant d’accumulateur d'énergie. 
Le principe de l'horloge consiste 
[4 en ce que lorsque le pendule (ou 
un balancier) effectue les oscilla- 
Fig. 5.15. Trajectoire de phase des tions et passe par son état 
oscillations établies dans un modèle d'équilibre il reçoit par l’inter- 
parfait d'une horloge médiaire d'un mécanisme relié 
à un ressort moteur une impul- 
sion nécessaire à augmenter légèrement la vitesse de mouvement 

du pendule. 

Si le pendule (balancier) effectuait les oscillations sans les impul- 
sions communiquées par le ressort remonté son équation du mouve- 
ment serait 


z+28z+rz—0 et #—>0, (5.4.1) 


et la trajectoire de phase aurait la forme d’une spirale qui s’enroule 
graduellement. 

En désignant par d la variation de vitesse à l'instant où le pen- 
dule passe par z = 0 il vient 


y(t+0)—y(t—0)=d. 


Dans ce cas, en régime stationnaire des oscillations, à la suite 
de deux impulsions en une période, le cycle limite dans le plan de 
phase a la forme schématisée fig. 5.15. 

Pour le système auto-oscillant donné il est aisé de déterminer 
l'amplitude stationnaire des oscillations en sachant que la dimi- 
nution d'amplitude de vitesse au bout d'une demi-période (t = x) 
compense exactement l'accroissement de vitesse de d à la suite 
d'une impulsion. La solution de l'équation (5.4.1), comme on sait, 
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a Ja forme x — Ae-Ÿt sin +; alors 
y—=xz— —Aÿe-0tsin rt + 4e-Ÿtcos t = Ae-Ÿt (cos t — sin t). 


Lorsque Ay << d l'énergie oscillatoire augmente; lorsque Ay > d 
l'énergie oscillatoire du système diminue ; pour Ay = d il se produit 
le régime auto-oscillatoire stationnaire tel que le bilan des énergies 
contribuée et dissipée est égal à zéro. 

Si l’on admet que l'impulsion se produit à + — 0 on peut écrire 
la condition du bilan au bout d’une demi-période d'’oscillations 


Ay=A—Ae-Ÿx = À (1—e-07) — d 
d'où découle immédiatement l'amplitude d’oscillations stationnaire 


d 
HET 


Systèmes aulo-oscillants électriques à circuit de réaction. Dans ces 
systèmes l'énergie est accumulée par un circuit oscillant doté d'une 


Élément : 
aclif 


Fig. 5.16. Schéma d'un oscillateur à un circuit dans le circuit de tension de 
commande (a) et dans le circuit de courant commandé (b) 


assez bonne qualité alors que l'apport d'énergie compensant les 
pertes et le prélèvement utile d'énergie sont effectués à l’aide d’un 
élément actif et d’un circuit de réaction. En qualité d’élément actif 
dans les circuits auto-oscillants électriques on utilise le plus sou- 
vent les transistors ou les tubes électroniques dans lesquels la tension 
de commande détermine le courant de sortie. 

Deux variantes d’auto-oscillateurs sont possibles: avec circuit 
oscillant dans le circuit de tension de commande (fig. 5.16, a) et 
avec circuit oscillant dans le circuit du courant piloté (fig. 5.16, b). 

Pour l'oscillateur avec circuit oscillant dans le circuit de tension 
de commande (fig. 5.16, a) l'équation décrivant le comportement 
du système donné a la forme: 


2420747 MO die (5.4.2) 


Uo dt 
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où x — u/u, 20 — R/@L, t = wt et w5 — 1/LC. Pour l'oscillateur 
avec le circuit oscillant dans le circuit du courant piloté (fig. 5.16, b) 
l'équation différentielle du mouvement a la forme 


THI0r+ Tr iylio, (5.4.3) 


où x = ilio, 20 = R/a,L, t = ot et w5 = 1/LC. 

Le comportement de ces systèmes et les méthodes d'analyse des 
équations (5.4.2) et (5.4.3) dépendent du type des systèmes et de la 
forme des caractéristiques des éléments actifs utilisés. 

Ici on n’envisage que des systèmes auto-oscillants du type de 
Thomson dont les équations du mouvement peuvent être réduites 
à la forme 


z+z=uf(x, 2), (5.4.4) 


où f (x, x) est une fonction univoque bornée et u € 1. 

Supposons que la caractéristique de l'élément actif ait la forme 
représentée fig. 5.17, i.e. l'élément actif représente un relais qui 
donne ou coupe le courant ài, 
selon le signe de la tension de 
commande u. 

Alors pour le schéma de la 
fig. 5.16, a décrit par l'équation 
(5.4.2) pour toutes les valeurs de 
u sauf u — 0, on aura 


2 u 0, z+285+7=0. 
Fig. 5.17. Caractéristique d'un dispo- : 
sitif à relais A l'instant du saut de courant 


ik à z — u/u = 0 le flux magné- 
tique traversant les bobines liées par couplage inductif (cf. fig. 5.16, a) 
du fait de son inertie doit varier continment. D'où il découle que 
le courant à traversant l’inductance du circuit doit subir un saut Ai 
accompagnant le saut de courant dans la bobine de réaction liée 
avec elle conformément à la condition Li = L (i + Ai) + Mi, où 
Li est le flux magnétique avant le saut de courant à, et L (i + Ai) + 
+ Mi, après le saut de courant i, du zéro à la valeur i,. Respective- 
ment, Ai = —i,M/L. 

Dans le plan de phase x, y où y — dzr/dx, à l'instant de passage 
de x par le zéro la coordonnée du point figuratif y accusera un saut 
de valeur Ay — —Ai/uya,C, d’où 

__ Mo 
Ay — TS . 


Donc, on retrouve le même modèle que dans le cas de la théorie 
élémentaire des horloges. Un choix approprié du signe de M (en 
choisissant le sens des spires de la bobine de réaction) permet d'assu- 
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rer l'accroissement de y (Ay > 0) à l'accroissement de x et inverse- 
ment. L’amplitude des oscillations stationnaires x sera 


tout comme auparavant dans le cas de la théorie élémentaire des 
horloges (d — Ay = i,Mwv/w). 

Passons au cas de la caractéristique linéaire de l'élément actif 
ix = 19 + Su où 7, est une composante continue du courant piloté, 
S, la pente de la caractéristique (S — di,/ôu), u, la tension de com- 
mande. Cette forme de la relation entre i, et u décrit le comporte- 
ment du système représenté fig. 5.16, a. Il est évident que u = q/C — 
— q0x/C et l'équation (5.4.2) se met sous la forme suivante 


x + x = (SM — 20) x. (5.4.5) 


Si (SMoo — 28) > 0, il y aura dans le système un processus 
oscillatoire croissant à partir d'une impulsion initiale, aussi petite 
qu'elle soit, i.e. on observe l’auto-excitation du système. Une condi- 
tion d'auto-excitation analogue s'obtient pour l’oscillateur avec 
circuit oscillant dans le circuit de courant piloté (fig. 5.16, b). La 


tension de commande u = M dildt — Muwoist. Alors, sans tenir 
compte de la composante continue l'équation (5.4.3) acquiert la 
forme 


x + x = (SMoo — 28) z. (5.4.6) 


Ainsi, la condition d’auto-excitation des déux oscillateurs au voi- 
sinage de l’état de repos du système (x = 0) s'exprime par l'iné- 
galité 

SMoo > 2Ÿ. 


Il convient de noter qu'aux hypothèses faites les oscillations 
auto-excitées dans les systèmes analysés croissent indéfiniment, ce 
qui ne se produit pas dans les systèmes réels. Cela s'explique par le 
fait que l’approximation linéaire adoptée de la caractéristique volt- 
ampère de l'élément actif n’est valable que dans une marge étroite 
de variation de x. Cela veut également dire que la caractéristique 
linéaire ne permet pas d'obtenir d’auto-oscillations stationnaires 
et on n'aura pas dans le plan de phase de trajectoire fermée, cycle 
limite. 

Méthode des caractéristiques oscillatoires. Pour l'analyse et le 
calcul des systèmes auto-oscillants dotés d'éléments actifs à caracté- 
ristiques volt-ampère non linéaires on peut utiliser une méthode quasi 
linéaire dite des caractéristiques oscillatoires. Cette méthode fait 
appel à la pente moyennée de caractéristique non linéaire, cette 
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pente étant une grandeur variable, fonction de l'amplitude d’oscilla- 


tions de la tension de commande, i.e. S = f (À). 

L'essentiel de la méthode quasi linéaire de caractéristiques oscilla- 
toires consiste en ce que l'on cherche une telle pente moyennée S 
qui garantit l'égalité à zéro du facteur du terme dissipatif en moyenne 
en une période d'oscillations, i.e. en régime stationnaire (28 — 
— SMws) = 0. D'où l’on tire immédiatement 


= 2 RC 
SA)= = 7: (5.4.7) 


Par la grandeur S (A) on entend ici le rapport de l’amplitude du 
premier harmonique du courant piloté Z, à l'amplitude de la tension 
de commande sinusoïdale u. Soit 
le ix = O (u) où u = À cos (wt);: 
alors en développant à, en série 

de Fourier il vient 


ig = Lo + 2, cos (ot) + 
+ ZI, cos (2w0t) + ... 


2 La dépendance de 7, de À est 
dite caractéristique oscillatoire 
4 Up de l’élément actif donné. 
Fig. 5.18. Caractéristique typique de À ne d exemple, voici le 
la variation du courant de drain ig,  CàS OU ] élément actif est un tran- 
en fonction de la tension-porte u, du  sistor à effet de champ. 
transistor à effet de champ Sur la fig. 5.18 est donnée une 


caractéristique non linéaire i4. = 
— p (u2). Si l'on choisit les points de travail initiaux 1 et 2 tels 
que sur la fig. 5.18, i.e. le point Z, au milieu de la portion de la 
caractéristique à pente maximale S, et le point 2, quelque part sur 
le coude de la caractéristique q (u,), alors pour ces points initiaux 
les dépendances de la pente moyenne de l'amplitude À à la porte 
ont un caractère essentiellement différent (fig. 5.19). 

La solution graphique de l’équation (5.4.7) pour le point J, 
choisi comme celui de travail, a la forme représentée fig. 5.19, a. 
Dans ce cas on trouve la solution unique, amplitude d'oscillations 
stationnaire À,, lorsque dans le système se réalise l’équilibre 
entre les énergies fournie et perdue en une période d'’oscillations. 
11 découle de cette même figure que la solution obtenue À, n’est 
pas la seule possible, mais aussi stable. En effet, si l'amplitude 
d'oscillations À est supérieure à À,, les pertes dans le système 
proportionnelles à RC/M dépasseront l'apport d'énergie propor- 


tionnel à.S et l'amplitude À regagnera le point 4,4. Et, au con- 
traire, si À devient inférieure à À, l'apport d'énergie dépassera 
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les pertes et, par conséquent, l'amplitude d'oscillations augmen- 
tera de nouveau jusqu'à la valeur À,. 

Un tel régime d’excitation conduisant au cycle limite est dit 
doux et se réalise pour le point de travail choisi sur une portion de la 
caractéristique de la plus grande pente; les impulsions initiales 
(fluctuations) dans le système pouvant être aussi petites que l'on 
veut. 

La solution graphique de l'équation (5.4.7) pour le point de travail 
choisi sur le coude de la caractéristique volt-ampère (point 2? fig. 5.18) 
est donnée fig. 5.19, b. Plusieurs conclusions découlent de son ana- 
lyse. Dans un système potentiellement auto-oscillant ce régime 


5 
L'AE …— e\ 
M | | 
| 
| 


) 


Fig. 5.19. Courbes de la pente moyenne pour les cas du régime doux (a) et dur (b) 


d'excitation n’amène pas à la production d’auto-excitation ; autre- 
ment dit, si les fluctuations (amplitudes des impulsions) dans le 
système n'excèdent pas les valeurs de l'amplitude stationnaire 
instable À,, ces fluctuations tombent jusqu'à zéro. C’est pourquoi 
pour exciter le système auto-oscillant avec une telle caractéristique 


oscillatoire S (A) il lui faut communiquer une impulsion dont l'in- 
tensité À doit être supérieure ou égale à À, (excitation dure). 

La définition qualitative de la stabilité des amplitudes station- 
naires À, et À4,, analogue au cas du régime doux, montre que la solu- 
tion À, est instable et la solution À,, stable. 

Ï1 convient de noter que la méthode quasi linéaire se base sur 
une hypothèse de l'existence a priori, dans le système étudié, des 
oscillations sinusoïdales stationnaires pour lesquelles on peut cal- 
culer la valeur moyenne de pente et en obtenir sa fonction de l’am- 
plitude d'oscillations. Ce n’est qu’en admettant une variation assez 
lente de l’amplitude des oscillations générées que l’on arrive à étudier 
les évolutions d’excitation et d'établissement des oscillations sta- 
tionnaires à l’aide des équations moyennées analogues à celles obte- 
nues dans la méthode d’'ALV. 

Application de la méthode d'ALV aux systèmes auto-oscillants du 
type de Thomson. Il est toujours possible de ramener l'équation 
décrivant les systèmes auto-oscillants du type de Thomson à l'équa- 
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tion généralisée de la forme 


t+z— uf (zx, 2), (5.4.8) 


où u << 1. La même restriction est imposée sur le second membre de 
l'équation (2.5.1) afin qu'elle puisse être résolue en appliquant la 
méthode d'ALV. Voilà pourquoi en analysant divers systèmes 
auto-oscillants du type de Thomson on recourt souvent à la méthode 
d’'ALV. Sur la fig. 5.3 est donné un montage généralisé d’un système 
auto-oscillant à élément actif à caractéristique du type !V. L'oscilla- 
teur à tube avec circuit oscillant dans le circuit plaque, l'oscillateur 
à diode à effet tunnel et nombreux autres oscillateurs du type de 
Thomson peuvent présenter ce montage. Soulignons que la caracté- 
ristique du type W à portion tombante peut être obtenue à l’aide 
d'un tube électronique ou d’un transistor (qui représentent des qua- 
dri- ou tripôles) en utilisant les systèmes de réaction (comme c’est 
le cas du schéma fig. 5.16, b), alors que les dispositifs à semi-conduc- 
teur et à gaz correspondants, du fait du mécanisme spécifique du 
passage du courant qui les parcourt, peuvent servir de bipôles 
actifs à caractéristiques imposées sans circuits de réaction supplé- 
mentaires. 

L'équation de Kirchhoff pour les courants dans le circuit (fig. 5.3) 
a la forme 


pu) +iz +ir +ic =0; 


en procédant à l’approximation polynomiale du courant parcourant 
l'élément actif il vient: 


—@p (u) = io + au + Bou + You”, œ>0, Bo, Yo <O, 


où l’on tient compte des termes y compris celui cubique. Notre sys- 
tème sera alors régi par l'équation du mouvement suivante 


Z+z—(k + Br + vr) 7, (5.4.9) 


où Æ =a—20, a = &/Cuw, 28 = 1/RCo, oi = 1/LC, B = 
= 2Pouo/CO0, Y = 3Yous/Coo, r = u/uy, T = wt. Le coefficient 
k — 4 — 28 ainsi introduit est dit coefficient de régénération et 
montre la relation entre l'apport et les pertes d'énergie dans le 
système oscillant pour diverses valeurs de ses paramètres. Si l’on 
suppose que le coefficient de régénération k et les coefficients de non- 
linéarité B et y satisfassent au critère À € 1, 6 € 1, y € 1, ce système 
se laisse analyser par la méthode d’ALV. 

Introduisons les nouvelles variables *) x — u cos t + vsin rt, 


*) Bien entendu, ici (comme d'ailleurs dans de nombreux cas précédents) 
u est une nouvelle variable et non pas une tension. 
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x = —u sin T + v cos tTet après la prise de la moyenne des équations 
27 
u — —— ( (k+Bx+yr?) zsinTtart, 
0 


2x 
= — ( (4 + Br + vx?) x cos + dt 
0 


on obtient le système d'équations tronquées 


u=s[k++vlu, vs [k+<vlo (5.4.10) 


?, On peut passer des deux équations tronquées pour 
quation en 2: 


, 
mm © 


2=(k+ Ty) 2. (5.4.11) 


Les équations tronquées (5.4.10), (5.4.11) ne contiennent pas de 
termes en B d’où il vient que lors du moyennage les termes quadrati- 
ques n'influent ni sur les évolutions d'établissement ni sur les ampli- 
tudes stationnaires dans ces régimes de travail auto-oscillatoires 
autonomes. 

Pour le système considéré il existe deux solutions stationnaires 


(z — 0). L'une d'elles est une solution nulle et correspond à l'état 
de repos, up = Vo — 29 — 0, l’autre, avec amplitude non nulle, 
a la forme z, — —4k/y. Puisque l’auto-excitation du système auto- 
oscillant exige que le coefficient de régénération soit supérieur à zéro 
(k > 0) il en découle donc que l'amplitude stationnaire non nulle 
d’auto-oscillations dans le système ne peut exister qu'à y <0 
(pour approximation choisie de la caractéristique non linéaire). ci 
on rencontre la condition habituelle pour les systèmes auto-oscillants 
exigeant que le signe du coefficient devant le terme supéricur du 
développement de la caractéristique volt-ampère de l'élément non 
linéaire (y,) soit inverse au signe du terme responsable de l'apport 
d'énergie et les termes (terme) assurant l'apport d'énergie dans le 
système (&) sont toujours d’un ordre inférieur à celui du terme supé- 
rieur du développement. Dans l'exemple examiné, & > 0, Yo < 0. 

Analysons la stabilité des états stationnaires du système. Dans 
le cas de l’état de repos du système z = 0 + n et l'équation aux 
PAP RAONS (petites variations) en première approximation à la 
orme 


n = kn. (5.4.12) 


Comme on voit, le signe du coefficient de régénération # détermine 
la stabilité de l’état de repos: à k > 0 (« > 28) l’état de repos est 
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instable, il se produit l’auto-excitation; à X <0 (a < 28) l’état 
de repos est stable. Dans le cas de l'amplitude stationnaire non nulle 
(z0 = —4k/y) sa valeur à la perturbation n s'écrira comme z: — 
— —4k/y + n; alors l'équation aux perturbations se mettra sous 
la forme 


n — —kn. (5.4.13) 


Pour k > 0 (&œ > 28) l'amplitude stationnaire non nulle est stable, 
pour k << 0 (a << 28), l'amplitude est instable. La fig. 5.20 repré- 
sente la variation de l'amplitude stationnaire non nulle en fonction 


Zo 


À Lelewr : 
d'omplilucde 
sleite 


Fig. 5.20. Variation de l'amplitude Fig. 5.21. Portrait de phase d'un sys- 
stationnaire non nulle en fonction du  tème auto-oscillant du type de Thom- 


coefficient de CESR nON en régime son sous régime d'’excitation doux 
oux 


du coefficient de régénération où les cercles figurent les états station- 
naires du système, les croix, les états non stationnaires. Le régime 
d'excitation traduit sur cette figure on ligne forte est dit régime doux. 

Ainsi, chaque valeur k, correspond à un et un seul état station- 
naire non nul du système, ce qui est traduit dans le plan de phase 
par un cycle limite, trajectoire de phase fermée (fig. 5.21). A l’exté- 
rieur du cycle limite les trajectoires de phase correspondent aux 
oscillations amorties (les spirales qui s’enroulent), à l’intérieur du 
cycle limite les trajectoires de phase (les spirales qui se déroulent) 
correspondent aux oscillations croissantes ; à l’origine des coordon- 
nées se trouve un point singulier du type foyer instable. 

Si l’on procède à l’approximation de i —  (u) par un polynôme 
du cinquième degré 


—È = lo + ou + You” + eu 


l'équation du mouvement (5.4.9) aura la forme 


z+a=(k + yr +ert)z, (5.414) 
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où e — 5e&us/Cw. les autres désignations étant celles de (5.4.9). 
L'équation tronquée s'écrit dans ce cas 


= (h+r vitre). (5.4.15) 


D'où il est aisé de tirer les états stationnaires (z — 0) du système 
dont l’un est celui de repos (z — 0) et est possible pour tous les para- 
mètres du système. Le second état stationnaire du système non nul 
se déduit de la solution de l'équation 


Ter Vao+k=0, 


d’où 
2 = — Ve + + V PB. (5.4.16) 


Etant donné que le coefficient e du terme supérieur doit être infé- 
rieur à zéro (8 << 0) deux cas peuvent se présenter : y < 0 et y > 0. 


Zo PAT Zo De 
/ Æ 
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Fig. 5.22. Variation de l'amplitude stationnaire en fonction du coefficient 
de régénération en approximant la caractéristique par un polynôme de puissance 
cinq pour un régime doux (y, << 0, e, << 0) et dur (y, > 0, e, << 0) 


Cas y < 0. Il ne se distingue pas qualitativement de la situa- 
tion €& — 0, i.e. correspond au régime doux d'excitation. La courbe 
du second ordre z, (k) passe alors de très près de la droite décrivant 
la solution pour l'approximation cubique (8, = 0) (fig. 5.22, à gau- 
che). 

Cas y > 0. La solution pour l'amplitude stationnaire peut être 
mise sous la forme 


1 "9 l QT 71 
= ir er VV +8 Tel. 
Pour # — O0 deux solutions sont possibles: z = 2%, — 2y/| e | et 
Zo = 292 = 0. Or, il apparaît que même pour certaines valeurs néga- 
tives du coefficient de régénération À on peut obtenir une amplitude 
non nulle des auto-oscillations. La valeur négative limite k, se cal- 


cule de la condition V y? + SK, | e| = 0 d'où k, = —y#/8]|e |; 
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avec cela z = 293 = Y/| 8 |. La relation z, (k) est donnée fig. 5.22 
à droite. L'état de repos du système est toujours stable pour k << 0 
et instable pour À => 0. Toutefois, sur la portion de k, — —7"/8 | € | 
à À = 0 l’état de repos n’est que relativement stable ; si l’amplitude 
de perturbation n, est telle qu’elle atteint la branche inférieure ins- 
table de la courbe d'amplitude alors dans le système sont excitées 
des auto-oscillations avec amplitude stationnaire stable non nulle. 
Un tel régime d’excitation est appelé dur. Dans le domaine —"*/8 ;: 
xle|<k<O le système ne peut pas s’exciter. L'’explication 
physique du phénomène d'exci- 
tation dure consiste dans ce 
qu'à certaines perturbations assez 
grandes ) la régénération du 
système est possible et se pro- 
duit grâce au terme cubique de 
la loi i = @(u) malgré la valeur 
négative du coefficient de régé- 
nération k. 

Dans le plan des phases le 
domaine d’excitation dure pour 
un ko; = const < 0 fixe est 
Fig. 5.23. Portrait de phase d'un systè- représenté par deux cycles limi- 
me auto-oscillant du type de Thomson tes — cercles dont l’un (plus. 


sous régime d'excitation dure; courbe 
fermée en trait plein cest un cycle grand) est stable et correspond 


stable, celle en trait interrompu, un aux valeurs des amplitudes des. 
cycle non stable auto-oscillations situées dans 
le domaine de 293 = Y/| € | 
à Zo1 = 2y/| € | ; l’autre (plus petit) est instable et correspond aux 
valeurs des amplitudes situées dans le domaine de 292 = O à 293 = 
= Y/| e | (fig. 5.23). L'origine des coordonnées dans le plan des pha- 
ses est un point singulier du type « foyer stable ». Toutes les pertur- 
bations inférieures à l’amplitude correspondant au cycle limite ins- 
table s’amortissent de façon oscillatoire. Les perturbations dont 
l'amplitude est supérieure à celle propre au cycle limite instable 
augmentent de façon oscillatoire et les amplitudes de ces oscillations 
tendent vers le cycle limite stable de l'intérieur. Si l'amplitude d'os- 
cillations devient pour une cause quelconque supérieure à l'amplitude 
correspondant au cycle limite stable, la première diminuera graduel- 
lement en tendant à la limite à s’enrouler de l'extérieur sur le cycle 
limite. 

Il se produit l’évolution de l’image dans le plan des phases à la 
variation de la valeur de 4. Lorsque À tend vers zéro à gauche le rayon 
du cycle limite diminue et tend vers zéro. L'origine des coordonnées. 
dans le plan de phase se transforme alors du point singulier du type 
« foyer stable » en un point singulier du type «foyer instable ». 
Simultanément, le rayon du cycle stable augmente. 
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Lorsque À tend vers zéro à droite le rayon de l'unique cycle 
limite stable diminue graduellement et le point singulier instable 
du type « foyer » à l’origine des coordonnées s'approche d’après le 
caractère du mouvement dans son voisinage du point singulier du 
type « centre ». 


$ 5.5. Traits particuliers du comportement 
des systèmes auto-oscillants dotés d’un élément d'inertie 


Jusqu'ici en considérant les systèmes oscillants, paramétriques 
et auto-oscillants on supposait que tous les éléments linéaires et non 
linéaires les composant sont sans inertie, i.e. leurs caractéristiques 
volt-ampère, volt-coulomb, volt-farad et autres s'expriment en 
fonctions instantanées des coordonnées associées. Par exemple, les 
courants parcourant une diode à effet tunnel, un tube électronique, 
une diode à semi-conducteur, un thyristor, une résistance morte ou 
des autres éléments analogues dépendent des valeurs instantanées 
des tensions alternatives à leurs bornes; les tensions aux armatures 
des condensateurs linéaires et non linéaires ainsi que les capacités 
de ceux-ci se déterminent par les valeurs instantanées de leurs char- 
ges, etc. 

Or, on connaît des éléments naturels ou artificiels dont les para- 
mètres dépendent non pas des valeurs instantanées des coordonnées 
mais de celles d'amplitude. Ces éléments (dispositifs) sont dits des 
non-linéarités d'inertie car ils ne prennent pas tout de suite les va- 
leurs appropriées mais après un certain temps dit constante de temps 
d'un tel ou tel élément. On a décrit au $ 4.5 un oscillateur paramétri- 
que à un circuit à auto-polarisation dont la valeur efficace de la 
capacité du circuit comportant une diode à semi-conducteur avec 
circuit d'auto-polarisation est déterminée non pas par les valeurs 
instantanées des oscillations générées des grandeurs à analyser, mais 
par son amplitude et cette valeur de la capacité est atteinte après 
un temps égal à la constante de temps du circuit d'auto-polarisa- 
tion. 

Un autre exemple de la non-linéarité d'inertie est une résistan- 
ce ordinaire dont la valeur dépend inévitablement du courant qui 
la parcourt. En vertu de l’inertie thermique la température et partant 
la valeur de cette résistance ne sont pas des fonctions instantanées 
du courant qui la parcourt. Ces éléments actifs non linéaires d’iner- 
tie sont appelés thermistances ; leur présence dans tels ou tels systè- 
mes auto-oscillants impose plusieurs propriétés particulières qui 
seront traitées plus loin. 

On connaît aussi des thermistances à semi-conducteur dont la 
résistance décroît avec l'augmentation de l'amplitude du courant 
qui les parcourt. 
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L'équation du bilan thermique pour un conducteur mince par- 
Couru par un courant alternatif 7, cos (pt) peut s’écrire ainsi 


me À + KO — RI cos? (pt), (5.5.1) 


où m est la masse du conducteur, c, la capacité thermique spécifique, 
k, le coefficient de transmission de chaleur, 6, la température du 
conducteur. Dans l'équation (5.5.1) le terme mc d0 caractérise la 
variation de la réserve de quantité de chaleur dans le système, 
Xk6 dt, la quantité de chaleur évacuée par le système par temps dt; 
le second membre de l’équation indique la quantité de chaleur reçue 
par le système de l'extérieur. 

La solution de l'équation (5.5.1) a la forme suivante: 


_ s in (2pt +) 
6—6 t/A RG [4 SC |, 5.9.2 
ET Vi+4pP14i 
où À — mc/k est dite constante de temps de la thermistance, , la 
phase initiale. À { — co, la solution (5.5.2) contient seuls les termes 
caractérisant l’échauffement continu 6 de la thermistance, et les 
ondulations d’échauffement 8. autour d’une certaine température. 
Les ondulations de température relatives se déterminent par la rela- 
tion 
6 1 ; 
— AH 5.5.3 
8  V1+4pA1 SE 


On peut négliger ces variations thermiques si 4p?A*? >5 1, i.e. si 
p ÿ 1/A. En introduisant la période d'oscillations de courant par- 
courant la thermistance T = 2x/p on obtient l'inégalité 


A>T (5.5.4) 


qui sera la condition de petitesse de 6 ./8.. Cette condition signifie 
physiquement qu’au cours de toute la période d'oscillations du 
courant traversant la thermistance, la température de celle-ci demeure 
constante au même degré de précision auquel est remplie la condition 
(5.5.4). Dans ce cas on admet que la résistance de la thermistance est 
R (6) ou R (1), i.e. dépend de l'amplitude du courant et non pasdes 
valeurs instantanées du courant efficace. C’est là que réside le prin- 
cipe d'application des thermistances dans divers dispositifs radio- 
techniques et électrotechniques. 

Toutefois l’inertie de la thermistance ne doit pas être trop grande. 
Elle doit être, si possible, inférieure au temps des régimes transi- 
toires t{, dans les systèmes oscillants où l’on utilise la thermistance 
dans le but de stabiliser tels ou tels paramètres du système. Il en 
découle donc que pour un fonctionnement normal de la thermistance 
l'inégalité suivante doit être remplie: 


TEA. (5.5.5) 
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Analysons le comportement d’un système auto-oscillant du type 
de Thomson à thermistance dans le circuit oscillant série à élément 
actif à caractéristique volt-ampère 1 (r) en S. L'équation du mouve- 
ment pour ce système a la forme 


De +128 (20) +’ (2)1 SE + wir =0, (5.5.6) 


où a, est l'amplitude stationnaire des oscillations. 

Si 26 -- const, cela signifie que les pertes n’ont pas d'inertie 
et la réalisation du processus auto-oscillatoire stationnaire n'est 
possible qu'à la condition où 


26 = + (x), (ÿ' (x) étant une 26 

pente moyenne de la caractéris- 

tique volt-ampère tombante) qui 

oblige les intensités instanta- T 
nées du courant x à quitter les ÿg 


limites de la portion droite de la 
caractéristique tombante de l’élé- 
ment non linéaire. &o 4 

Un autre régime de fonction- Fig. 5.24. Détermination graphique 

nement dans ce système est réali- d'une amplitude stationnaire dans un 
sable en présence d'une thermis- système auto-oscillant à thermistance 
tance lorsque 20 (a) const. 
Dans ce cas on peut choisir une portion linéaire assez grande de la 
£aractéristique volt-ampère u =1(r)oùw’ (x) = S, = const; la limita- 
tion de l’amplitude des oscillations s'effectuera alors à l’aide d’une 
thermistance. L’amplitude stationnaire a, pour le système auto- 
oscillant décrit par l’équation (5.5.6) peut ètre obtenue soit analyti- 
quement, soit graphiquement comme c'est montré fig. 5.24. Le 
mécanisme physique de limitation de l'amplitude d’oscillations est 
la réaction de la thermistance sur les processus se déroulant dans le 
système. 

Notons quelques traits particuliers de principe du système auto- 
oscillant envisagé. Dans ce système 1” (x) = S, — const, le terme 
26 (&) est lui aussi constant en vertu de son inertie pendant toute 
la période d'oscillations. Pour cette raison, par suite du caractère 
auto-oscillatoire du système le coefficient entre crochets dans l’équa- 
tion (5.5.6) est nul non pas en moyenne par période, mais pour 
chaque instant dans les limites de toute période d’oscillations. Par 
conséquent, un tel système peut à un haut degré de précision être 
considéré en tant que système conservatif caractérisé par la cons- 
tance de l’amplitude et de la fréquence d'oscillations. 

On se convainc aisément qu'un tel système exclut la déviation de 
l'amplitude depuis sa valeur stationnaire a,. En effet, supposons 
pour fixer les idées que l'amplitude des oscillations augmente dans 
le système; alors la résistance de la thermistance croît pendant un 
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temps fini à cause de son inertie. Par ailleurs, les pertes dans le 
système dépasseront l'énergie oscillatoire [26 (&) + S,] > 0 fournie 
dans le système et l'amplitude des oscillations reviendra de façon 
monotone à son état de départ. Toutefois, même une telle variation 
brève de l’amplitude des oscillations dans le système à thermistance 
est impossible si l'inégalité (5.5.5) est remplie car les processus tran- 
sitoires dans l’ensemble du système qui déterminent l'éventualité 
de la variation aléatoire de l'amplitude a,, en vertu de cette inégalité, 
ont une constante de temps supérieure à celle des processus dans Ja 
thermistance. C’est pourquoi toutes tentatives extérieures à modifier 
& vont être compensées par la variation correspondante de la ré- 
sistance de la thermistance, ce qui signifie la stabilité de l'amplitude 
et de la fréquence des oscillations dans le système. Toutefois, si le 
second membre de l'inégalité (5.5.5) a la forme t, — A. i.e. le temps 
du régime transitoire est commensurable avec la constante de temps 
de la thermistance, on observera dans un tel système auto-oscilla- 
toire l'établissement de l’amplitude stationnaire portant un caractère 
aussi bien apériodique ({, > A) que périodique (t, << A). La pulsa- 
tion des oscillations du processus transitoire dans le cas t, À 
s'exprime par la relation 


| { 1 \1/2 
ke :) : 


Aty A 


Le fait que les systèmes oscillants à thermistances rendent pos- 
sible l’obtention des auto-oscillations aussi proches que possible de 
celles sinusoïdales permet d'utiliser les systèmes comportant des 
circuits de qualité, les termistances et les éléments actifs ayant les 
caractéristiques volt-ampère avec les portions tombantes dans plu- 
sieurs étalons de fréquence (de temps). 

Analysons maintenant la question d'application des thermistan- 
ces dans les systèmes auto-oscillants de relaxation. Comme il a été 
montré (cf. p. 198), pour que l’oscillateur transitron à deux degrés 
de liberté dégénérés produise des oscillations voisines des sinusoïdales 
il faut que soit remplie la condition 

1 41. C: 
ST + 2: 
Si l’on pose dans ce système S = S$,, l’on charge la thermistance de 
la limitation d'amplitude remplaçant ainsi les résistances R et 
(ou) r on n'obtient pas de stabilisation d'amplitude d’auto-oscilla- 
tions attendue. La raison en est que les thermistances ordinaires 
ont la résistance qui augmente avec l'amplitude de courant si bien 
que dans le montage envisagé l’application des thermistances au 
lieu des résistances constantes R et r n’entraînera que l'amélioration 
des conditions d’excitation du système et l'augmentation ultérieure 
de l'amplitude d’auto-oscillation jusqu’à ce qu’elle quitte obliga- 
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toirement les limites de la portion linéaire de la caractéristique volt- 
ampère tombante. 

La stabilisation de l'amplitude des auto-oscillations dans les 
oscillateurs de relaxation produisant les oscillations voisines des 
sinusoïdales peut être réalisée si l’on utilise le couplage de réaction 
négative dans le système. En effet, si l’on intercale la thermistance 
de résistance p dans le circuit de cathode d'un oscillateur à transistor 
et l’on choisit le régime de fonctionnement linéaire pour l'élément 
amplificateur. c'est-à-dire si l’on pose que i = S,u pour toutes les 
amplitudes d’auto-oscillations possibles, compte tenu de la rétro- 
action négative on à i = $S, (u — pi) et, par conséquent, 


__ S : 
= ess U- (5.5.7) 


D'où l’on voit que le courant dans le système dépend de la nouvelle 
pente effective S,/(4 + pS,) qui est plus petite que S,. Comme p 
est une fonction des composantes continue et alternative du courant 
on peut admettre que p = p (a) si l’on impose à la thermistance et 
au système les exigences (5.5.5). La condition de stabilisation de 
l'amplitude d'un oscillateur transitron s'écrit alors sous la forme 


Si 1 1. € 
1 + (ao) So =RTTTTCR (5.5.8) 
La relation (5.5.8) montre que dans un oscillateur transitron à ther- 
mistance l'augmentation de l'amplitude d’auto-oscillations par 
rapport à a, conduit à ce que l'équilibre (5.5.8) se rompt et le système 
se transforme de celui conservatif en dissipatif avec la diminution 
naturelle de l'amplitude d'oscillations jusqu'à la valeur «,. 

Si l'amplitude d'auto-oscillations est devenue inférieure à &@o, 
cela signifie que dans le système apparaît une résistance négative et, 
par conséquent, se produit l'augmentation de l'énergie oscillatoire 
jusqu'à ce que l'amplitude ne redevienne égale à &. Ainsi, en restant 
dans les limites de la portion linéaire de la caractéristique volt- 
ampère tombante des systèmes de relaxation on peut réaliser la 
production des oscillations aussi voisine que l’on veut de celles 
sinusoïdales avec la‘stabilisation de l'amplitude et de la fréquence 
des auto-oscillations à l'aide d'une thermistance. On peut de la 
manière analogue réaliser la stabilisation des auto-oscillations dans 
l'oscillateur RC et dans d’autres systèmes auto-oscillants de relaxa- 
tion. [1 convient par ailleurs de signaler que dans ces systèmes à 
thermistances le bilan énergétique doit se conserver pendant toute 
la période d'oscillations, ce qui, naturellement, impose des restric- 
tions à la forme des oscillations produites. 
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$ 5.6. Comportement des systèmes oscillants sous 
l’action harmonique extérieure 


L'étude du comportement des systèmes auto-oscillants soumis à 
une action harmonique extérieure a une grande importance pour la 
science et la technique car les résultats qui en découlent permettent 
de mettre en œuvre la synchronisation des oscillations de plusieurs 
sources de faible puissance, la stabilisation de l'émission (des oscilla- 
tions) d’un oscillateur puissant à l’aide d'une source de faible puis- 
sance stabilisée, de résoudre plu- 
sieurs problèmes de conversion de 
fréquence, etc. 

En fonction de la forme de la 
caractéristique non linéaire du 
système auto-oscillant, du niveau 
de l’action harmonique  exté- 
rieure, de la relation entre la 
fréquence de la sollicitation exté- 
rieure et la fréquence des oscilla- 


Fig. 5.25. Schéma de l'oscillateur à . . A: 
transistor à effet de champ avec circuit tions du système auto pe ee 
dans lo circuit de porte soumis à l’ac- on aura des effets résultants 


tion extérieure différents. 
1. Considérons l’action exté- 
rieure sur un oscillateur de 
Thomson avec un circuit oscillant dans celui de porte (fig. 5.29). 
Soit v (t) = P, sin (pt) action extérieure; choisissons la tension sur 
la porte en tant que variable u; l'équation du mouvement s'écrit 
alors 


LS +RCE  +u=Posin (pt) +M er. . 


En introduisant les désignations familières: x = u/u,, 2 = R/L 
@S —= 7, on des 


ra LT diq : 
De po pra À + @Ër = sin (pt) + M < pa y (9.6.1) 


Si l’on cherche la solution avec " pulsation de la sollicitation exté- 
rieure p, le temps sans dimension est alors à définir comme t = pt; 
dans ce cas l'équation pe se récrit : 
; Mo di 
9 + ne (l dr 
z + 20r +2 Ü x A sin RbrrrS ae (5.6.2) 
où 20 — R/pL, À — on. 

2. Etudions le comportement du système analysé dans lequel la 
condition d’auto-excitation n'est pas remplie, le signal extérieur 
étant faible. Dans ce cas, comme l'amplitude des oscillations excitées 
est faible on peut approximer la caractéristique ia, — f (u) sur la 
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portion linéaire de la caractéristique par la loi linéaire, ia. — Su 
où S'est la pente de la caractéristique. Alors (p = «,) on aura l’équa- 
tion à la résonance 


2 + [28 — MoSl x + x = sin r. (5.6.3) 


Si 20 > Mons le système est sous-excité (le coefficient de régéné- 
ration k# << 0) mais régénéré, ce qui signifie que l'amortissement. 
dans le circuit est partiellement compensé par une réaction positive. 
Pour cette raison, grâce à cette régénération il se produit l’amplifi- 
cation de l’action extérieure sur 
Ja pulsation p. Si l'amplitude de 


la sollicitation extérieure croît, A 
on ne peut plus négliger la non- T 
linéarité de la fonction ixr = f (u) k=const<2 


de sorte que l’approximation 

linéaire i4r — Su devient cadu- 

que. Dans ce cas la résonance 

a le même caractère que dans un 

circuit à amortissement non 2 

linéaire. Les courbes de résonance $ 

sont toujours symétriques mais Fig. 5.26. Courbe de résonance d'un: 
de forme un peu différente, à circuit régénéré pour des signaux non 
savoir, leur sommet est légère- -petits 

ment aplati au voisinage du ma- 

ximum de résonance à cause d'une augmentation des pertes dans 
le système avec l'accroissement de l'amplitude d'oscillations: 
(fig. 5.26). 

3. Si la régénération passe à l’auto-excitation (MuoS > 20), 
alors parallèlement aux oscillations forcées sur la fréquence p le: 
système donne lieu aux auto-oscillations sur la pulsation o Æ &. 
En régime d’auto-oscillations le système analysé est quasi conserva- 
tif, ce qui est automatiquement réglé par l'amplitude d’auto-oscilla- 
tions. 

Grâce à l'interaction non linéaire (pour la caractéristique 4, = 
— f (u) non linéaire) ce système peut devenir le siège tant de batte- 
ments, i.e. d'oscillations de pulsation Q = | p — w | que des com- 
posantes de combinaison de pulsations du type |np+mowl,metrn 
étant des entiers. 

Considérons la théorie approchée de la synchronisation pour le 
régime d'excitation doux sur l'exemple du système auto-oscillant. 
décrit ci-dessus. L'équation (5.6.2) pour une caractéristique arbitraire 
igr — f(u) peut être mise sous la forme 


z +z=f(x)r +Er+hsint, où E = 1— w!/p°. (5.6.4) 
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Si l’on cherche la solution de cette équation sur la fréquence exacte- 
ment égale à celle d’excitation (t = pt), alors en procédant à un 
changement de variables ordinaire dans la méthode d'ALV, x — 


— À cos (t + 8), z = —A sin (t + 6) et en prenant la moyenne 
on obtient les équations tronquées suivantes 


2A = —D(A)A —Acos@, 20 = —E +(Asin6)/A. (5.6.5) 


Ici la fonction D (À) décrit le bilan des pertes et d'apport d'énergie 
{amortissement efficace) dans un oscillateur autonome (À = 0). 
Dans le cas du régime doux le graphique de la fonction D (4) a 
l'allure représentée fig. 5.27. Si, 
par exemple, êgr = io + &Goù + 
+ Bou* + you, alors D (A) = 
= (20 — x) — (y/4) ÀA° où a — 
= Maow/p,  Y = 3Myou@i/p. 
Analysons l'équation (5.6.5). 
A À — O0 (régime autonome de 
l'oscillateur) on a 


Fig. 5.27. Variation des pertes en 2A — —D(4) À, 280 — —E. 
fonction de l'amplitude des auto-oscil- , | : 
lations Ces équations ont deux solutions 


stationnaires (4 — 0, 0 = 0): 
l'état de repos du ‘système (4, — 0) stable à D (0) > 0 et instable à 
D (0) << 0 ainsi que la solution non nulle À = À, et 8 — —ETt/2 + 
+ const où À, est déduite en égalant à zéro la fonction D(A,) = 0. 


Etant donné que 60 — —Et/2, £ — 1 — w°/p° = 2 (p — w)/p et 
T = pt on obtient l'expression 
x — A COS (r+ TE) — A, cos (wot), (5.6.6) 


qui confirme que dans un oscillateur autonome les oscillations se 
produisent avec la pulsation propre du système «w, et non pas avec 
la pulsation p supposée pour la solution cherchée. Ainsi, on voit que 
la méthode d'ALV a corrigé la faute dans la définition de la fréquence 
de l'oscillateur. 

Maintenant considérons le régime non autonome de l’oscillateur 
(À =£ 0) dans le domaine de synchronisation. À D (0) 0 (les pertes 
dans le système dépassent l'apport d'énergie), la condition d’auto- 
excitation n'est plus remplie dans l'oscillatour, mais il y a régéné- 
ration, c'est-à-dire le régime de régénération du récepteur. Dans ce 
cas on obtient une courbe de résonance légèrement aplatie en haut 
(voir fig. 5.26) dont l'expression analytique est déterminée à l’aide 
du système d'équations tronquées (5.6.5) et a la forme À? [D? (A) + 
+ E?] = A2. Cette équation a une solution et une seule pour tous Ë 
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correspondant à l'amplitude de: l’oscillation forcée dans un circuit 
régénéré. 

Si la condition d’auto-excitation de l'oscillateur est remplie 
(D (0) > 0) le régime synchrone de fonctionnement de l'oscillateur 
Thomson ne se produit qu'aux petites valeurs de &. En effet en régime 
synchrone stationnaire le système d'équations (5.6.5) fournit le 
système 


AD (A) = Àcos6, AË = À sin 0, 
ou une équation 
A° [D*? (4) + E°] = X*. 


Pour D (A) arbitraire, la dernière équation n’a pas de solution analy- 
tique. Toutefois, pour de petites valeurs de À on peut admettre que 


N ie AT 
a j cr ù / 
. / unchron | 
Battements À es X, Bottements 
UN A 


ge 6p n 50 


Fig. 5.28. Représentation schématique du SU RL de l'amplitude des 

auto-oscillations lors de la synchronisation. Courbes en trait interrompu : ampli- 

tude des oscillations forcées; courbes en trait interrompu mixte : amplitude des 
auto-oscillations 


sù 


l'amplitude d’auto-oscillations en régime autonome et celle d'auto- 
oscillations sous l’action extérieure sont voisines l’une de l'autre, 
1.0. À = À, ; il découle alors de la seconde équation (5.6.5) la relation 
sin 0 — —E4,/À dont la solution est évidemment stationnaire seule- 
ment à 


| Ë | < EL: = \ A, 1.0. à | P — | L Ap/2A). (5.6.7) 


Cette inégalité définit précisément la largeur de la bande de synchro- 
nisation qui est proportionnelle au rapport de l’amplitude excita- 
trice à l'amplitude d’auto-oscillations en régime autonome. Sur la 
fig. 5.28 sont schématisés les domaines des battements, du synchro- 
nisme ainsi que les graphiques pour les amplitudes d'oscillations 
forcées et d’auto-oscillations de l’oscillateur Thomson en régime 
d'excitation doux soumis à une action harmonique extérieure. 

En réalité. le régime synchrone résulte de l’action sommaire des 
deux effets. lremièrement. grâce à la suppression des phénomènes 


M ES 
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auto-oscillatoires propres au système lorsque dans le domaine du 
régime synchrone se conserve seul le processus oscillatoire purement 
forcé de pulsation d’excitation p. Deuxièmement, sous l’action d'exci- 
tation extérieure le régime synchrone peut se produire du fait de 
variation forcée de la fréquence des auto-oscillations due à l’action 
des oscillations forcées sur la forme des auto-oscillations générées. 
Dans les systèmes auto-oscillants de Thomson qui fonctionnent dans 
le régime doux c’est le premier phénomène qui joue le rôle principal. 
Aux désaccords suffisamment petits les oscillations forcées acquièrent 
une grande amplitude en vertu des propriétés de résonance du sys- 
tème et en se superposant sur les auto-oscillations existant dans 
l’oscillateur font diminuer la pente effective. Cela fait troubler la 
condition d'entretien d'auto-oscillations si bien que le système ne 
jouisse que des oscillations forcées. 

Dans les systèmes oscillants éloignés de ceux de Thomson et 
surtout dans les oscillateurs de relaxation où les propriétés de ré- 
sonance nettement exprimées font défaut, le signal extérieur agit 
de façon constructive, par suite de la non-linéarité de l'élément. 
actif sur la forme des auto-oscillations et conduit dans un certain 
domaine des désaccords à la coïncidance de la fréquence des auto- 
oscillations avec celle du signal extérieur, autrement dit. excite un 
régime synchrone. 

4. Analysons le comportement de l’oscillateur soumis à une 
action extérieure de grande amplitude et de pulsation excitatrice n 
fois environ supérieure à celle de l’oscillateur en régime autonome 
(p Æ r@). 

Pour l'oscillateur à circuit oscillant monté dans le circuit de 
porte l'équation du mouvement a la forme de (5.6.4). Pour plus de 
commodité. introduisons une pulsation & telle que p = no. Ïl 
découle des conditions p = now et p Æ no que w Æ os. Introdui- 
sons le temps sans dimension + — wo normé selon w, c'est-à-dire 
cherchons la solution du système (5.6.1) pourvue de pulsation r 


— no. En introduisant le désaccord E — 1 — w°/w° = [p° — 
— (nw)*]/p° et en approximant le courant {4 — f (u) par le polynôme 
du troisième degré, i4r := to -+ @ou + Bou? -| vou’, l'équation du 
mouvement compte tenu des relations ci-dessus prend la forme 


+= (k + fr +yr)z + Psin(nt) HEr, (5.6.8) 


oùk = a — 20, a = Muwi/o. B — 2MBouwi/o, y — 3Myou 0/0, 
20 = R/oL, P — Pçw;/u,0*. L'application de la méthode des ampli- 
tudes lentement variables à la résolution de l’équation (5.6.8) à 
k&L1,B<1, y<iÂ,E <1 et à grand P implique l'introduction 
d'une nouvelle variable définie par la relation 


z = y + Q sin (nr) (5.6.9) 
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où 0] est l'amplitude d'oscillations forcées. Ainsi, la solution de 
l'équation (5.6.8) se présente sous la forme d’une superposition de 


deux solutions, le terme Q sin (rt) correspondant au processus oscilla- 
toire purement forcé de fréquence excitatrice et le terme y aux oscilla- 


tions de fréquence voisine de celle propre. L'amplitude Q est déter- 


minée par la condition o —= P/(14 — n°). En substituant (5.6.9) dans 
l'équation (5.6.8) celle-ci devient 


y+uy=(k + Pr + yr) x + Er. (5.6.10) 


Cette équation admet donc l'application de la méthode d’ALV, 
puisque son second membre contient de petits termes. 
Considérons le cas nr — 2; il représente un intérêt particulier, 
car à cette valeur de n il apparaît la résonance dite de second genre. 
En appliquant la méthode des amplitudes lentement variables 
et en introduisant les nouvelles variables y — u cos t + v sin 7, 


= —u Sin T fus U COS T et compte tenu de ce que x = u cos T “+ 


+ v sin T + Osin nr et x = —usint + v COS T + nQ cos nr, on 
obtient les équations tronquées 


= [x+Ty(e+ 20 |u+ (2805) », 
= + [et Lyt +209 ]o+ 7 (280 +8 2, 


où z — u? + v?, Q — — P/3. 


Considérons les solutions stationnaires du problème (4 = v — 0). 
1) Le système admet des états stationnaires nuls (états de repos du 
système) up = Co —= Z — 0. 2) Les états stationnaires non nuls 
(tu Æ 0, v 0, z Æ 0) sont facilement déduits du système (5.6.11) 
par des transformations algébriques simples: 


= —+[# Fe Tv 482Q2— TE (5.6.12) 


En fonction des paramètres le système peut admettre plusieurs régi- 
mes différents. 


a) En régime autonome (P = 0, Q = 0), l'amplitude station- 
naire des oscillations z, = —4k/y existe pour un coefficient de régé- 
nération k >> 0 (y << 0) et est nulle (2 — 0) pour # << 0. Cela s’ac- 
corde complètement avec le système auto-oscillant à excitation douce 
(approximation cubique de la caractéristique volt-ampère) envisagé 
auparavant. La génération des oscillations se produit sur la pulsa- 
tion propre «&, du système. 


nr # 


(5.6.11) 
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b) En régime non autonome, à la sollicitation cxtérieure (P = 0, 
Q -£ 0) du système auto-oscillant (4 => 0, y < 0) dans une condition 
simplificatrice © — w&, l'amplitude du processus auto-oscillatoire 
est définie par la relation 


4 Fr11,0 Ü 
= ST [k+ ; vQ? + 280 | (5.6.13) 


dont le graphique est représenté fig. 5.29. 
La courbe AB caractérise la variation de l’amplitude d'auto- 


oscillations z, en fonction de l'amplitude excitatrice Q (P). Lorsque 
l'amplitude d'excitation tout en 


Zo croissant atteint des valeurs 


Q > B dans le système auto- 
oscillant les  auto-oscillations 
cessent si bien que le domaine 


4k hachuré traduit un processus 
ll purement forcé de pulsation p. 
U ) ÿ Donc, dans un certain do- 


maine des amplitudes de l’exci- 


Fig. 5.29. Graphique de l'amplitude | Le ai : 
d'auto-oscillations sous L'effet” de la tation extérieure (Q < B) il 


force extérieure excitatrice de fré- existe dans le système une évo- 

quence double lution auto-oscillatoire synchrone 

de fréquence deux fois plus petite 

que celle d'excitation extérieure. Notons qu’un tel synchronisme 

du système auto-oscillant sur une fréquence multiple permet de 

diviser la fréquence et la phase du signal extérieur en un nombre 

entier de fois comme cela se passe dans les oscillateurs paramétriques 

où l’on peut réaliser la division de fréquence et de phase du signal 
de pompage en nombre de fois nécessaire. 

La variation de z, en fonction de £ lors d'une synchronisation 
sur une fréquence multiple ressemble à celle ayant lieu à la synchro- 
nisation ordinaire (p — &w) (cf. fig. 5.28). 

c) Le cas À < 0, y < 0, © = w (E 5 0) correspond au système 
auto-oscillant non excité soumis à une force extérieure de fréquence 
multiple. Alors dans l'intervalle —£, << E << E, (au voisinage de la 


coïncidence exacte des valeurs «© et &@,) aux Q (P) déterminés un 
processus oscillatoire d'amplitude donnée par 


(td PRO E) (6.6.1) 


4 
R'A 


20 ee 


est possible. 
1 D Lé e . #» 5 e. e 
D où on peut déduire sans peine Iles désaccords limites capables 
d'exciter les phénomènes oscillatoires de fréquence moitié. La con- 
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dition z — 0 conduit à 
D 1 1 Do 2 Fe 
is = V 40 (k+5v@) (5.6.15) 


L'excitation des oscillations de fréquence deux fois plus petite 
que celle de sollicitation dans un système auto-oscillant (potentielle- 
ment auto-oscillant) sous-excité est dite résonance du second genre. 
Les courbes de la résonance du second genre 2, (£) pour diverses 
valeurs de l’amplitude excitatrice sont données fig. 5.30. 


La relation entrez, et P = 3 Q! a la forme représentée fig. 5.31 ; 
la courbe P,P, traduit la dépendance de l'amplitude des oscillations 


" ÿ >Q9 


4 $ 


Fig. 5.30. Courbes de résonance du Fig. 5.31. Courbe d'amplitude de la 
second genre résonance du second genre 


forcées dans un oscillateur sous-excité vis-à-vis de l’amplitude d’exci- 
lation sur une fréquence double. Dans le domaine hachuré il se 
produit un processus forcé de faible amplitude du fait d'une grande 
différence entre la pulsation propre du système «, et la pulsation 
excitatrice p (dans notre cas: p Æ 206). La valeur de l'amplitude 
de la force extérieure égale à P, est dite seuil d’excitation et la valeur 
P;, plafond d'excitation. Dans le domaine des valeurs de P, à P, 
il existe la résonance du second genre. Le seuil d’excitation est dû 
à la nature paramétrique de la résonance du second genre et l'exis- 
tence du plafond d’excitation s'explique par l’extinction (suppres- 
sion) des auto-oscillations. 

La nature paramétrique de la résonance du second genre découle 
du fait qu'en présence de la réaction positive la sollicitation exté- 
rieure impose la variation périodique des paramètres du système à 
une fréquence environ deux fois plus élevée que celle propre du sys- 
tème car la pente effective varie dans le système en fonction de la 
fréquence d’excitation. 

Dans un domaine des désaccords déterminé où l’on assure une 
profondeur suffisante de la variation du paramètre (seuil pour l’exci- 
tation extérieure) il se produit une excitation paramétrique des oscil- 
Jations dans un système auto-oscillant sous-excité sur la fréquence 
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exactement deux fois plus petite que celle de sollicitation extérieure. 
Cela explique la forme des courbes de résonance du second genre 
analogues aux courbes de résonance paramétrique dans les oscilla- 
teurs paramétriques à amortissement non linéaire. 

L’accroissement ultérieur de l’amplitude de la sollicitation exté- 
rieure conduit à la diminution de la pente moyenne de la caracté- 
ristique volt-ampère, à l'accroissement de l’amortissement effectif 
dans le système et, partant, à la violation des conditions d’excita- 
tion paramétrique. Ce phénomène ressemble à celui de suppression 

| des auto-oscillations accompa- 

ir gnant les sollicitations synchrone 
et asynchrone et amène à la 
limite pour l'amplitude de la 
sollicitation extérieure en cas de 
résonance du second genre. 

5. Dans les oscillateurs du 
type de Thomson à thermistances 
soumis à l’action extérieure de 
Fig. 5.32. Schéma de l'oscillateur à fréquence voisine de la fréquence 
thermistance sollicité par une force propre de l'oscillateur autonome 

harmonique. la synchronisation a lieu et peut 

être décrite d'une façon légère- 

ment différente. Nous supposons que la caractéristique de l'élément 
actif est linéaire et sa pente S, est constante. 

Incorporons dans le circuit de l’oscillateur à thermistance une 
source de force extérieure de pulsation p (fig. 5.32). L'équation du 
mouvement dans ce système sr alors sous la forme 


D +128 (72) — OMS 0] Æ + wir = P cos(pt),  (5.6.16) 


ÉTÉ CT 


où 26 (x°) caractérise l'effet  … de l’échauffement de la ther- 
mistance aux dépens de l’action résultante des auto-oscillations 


d'amplitude À et des oscillations forcées d'amplitude À, i.e. 1° — 
= ÀA° + À*. 

Si l'amplitude des auto-oscillations de l'oscillateur autonome 
à thermistance a été stabilisée au niveau de À,, alors en présence 
des oscillations forcées (après la mise en marche de la sollicitation 
extérieure) l’amplitude des auto-oscillations doit diminuer jusqu'à 
la valeur ÀA° — 4% — À° où À est l'amplitude des oscillations forcées 
égale à À — P/(w5 — p*) pour un système quasi conservatif que re- 
présente l’oscillateur du type de Thomson à thermistance. L’accrois- 
sement ultérieur de À lorsque p tend vers w, s'accompagnera dans 
un tel oscillateur d'une diminution de l'amplitude d’auto-oscilla- 
tions À jusqu'à leur suppression complète. Alors, dans un certain 
domaine des désaccords, le système auto-oscillant sera le siège des 
oscillations purement forcées de fréquence excitatrice, leur ampli- 
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tude pouvant dépasser l'amplitude 4, de l'oscillateur autonome. 
Mais cela s'accompagne des pertes non compensées apparues dans le 
système car avant l'établissement du régime synchrone le système 
était quasi conservatif, i.e. 26 (45) — w$iMS, = 0 et en régime 
synchrone, à p* Æ wi l'expression entre crochets caractérisant la 
fonction de dissipation du système devient positive, i.e. 26 (À*) — 
— MS, > 0 puisque À* > 4°. Un échauffement élevé de la ther- 
mistance à 2° > AÀ° conduit à ce que le système oscillant se trans- 
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Fig. 5.33. Graphiques de variation des amplitudes des auto-oscillations ct dos 
osillations forcées dans un oscillateur de Thomson à thermistance soumis à un 
effort extérieur 


forme du quasi conservatif en dissipatif, ce qui s accompagne d'« é- 
moussement » de la courbe de résonance dans la bande de synchroni- 
sation de l’oscillateur à non-linéarité d'inertie active (fig. 5.33). 
Pour déterminer la bande de synchronisation désignons les pul- 
sations limites associées à sa naissance par pi, — @ + 4. Alors 
aux points de suppression des auto-oscillations on peut écrire que 
l'amplitude des oscillations forcées est exactement égale à celle de 
l'oscillateur autonome, soit À — À, = P/(wË — pi»), d'où 


2, — 2P/A,. (5.6.17) 


I] découle de (5.6.17) que la largeur du domaine de synchronisation 
{de suppression des auto-oscillations) est proportionnelle à l’ampli- 
tude d’'excitation P. On l'explique par le fait que plus grande est 
l'amplitude d'excitation extérieure, plus grande est l’amplitude de la 
solution forcée, le désaccord (wi — p*) étant le même et par consé- 
quent, les auto-oscillations dans le système sont supprimées plus 
tôt (4° = Ai — ??). 

Malgré la ressemblance apparente de l'effet de synchronisation 
dans les systèmes auto-oscillants de Thomson sans thermistance et 
avec thermistance (cf. fig. 5.28 et 5.33), il y a une différence de 
principe entre ces systèmes tant en régime de synchronisation qu'au 
voisinage du domaine de synchronisation. L'oscillateur de Thomson 
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sans thermistance est foncièrement incapable de produire des oscilla- 
tions harmoniques en régimes autonome, synchrone et intermédiaire 
à cause d’une présence inévitable des oscillations dans les domaines 
non linéaires de la caractéristique pour réduire la valeur de sa pente 


effective S (x) jusqu'à la valeur qui garantit le caractère quasi con- 
servalif du système. Quant aux oscillateurs de Thomson à thermis- 
tances la limitation de l'amplitude des oscillations s’y produit 
par action de thermistance alors que la valeur de la pente de la 
caractéristique est choisie constante (S, — const), i.c. les oscilla- 
tions en régimes autonome, synchrone et intermédiaire ne quittent 
pas les limites de la portion linéaire de la caractéristique du système 
si bien que dans ces systèmes les oscillations en atteignant le régime 
stationnaire ne s’enrichissent ni en harmoniques ni en composantes 
de combinaison. 

En conclusion il convient de souligner une fois de plus que dans 
les systèmes envisagés soumis à l’action extérieure se produit l'ex- 
tinction, suppression des auto-oscillations et la conservation (dans 
la bande de synchronisation) des seules oscillations forcées. Voilà 
pourquoi le terme « synchronisation » universellement adopté ne 
traduit pas les phénomènes physiques se déroulant dans tels systèmes 
auto-oscillants à thermistances sous l’action d’une force extérieure. 
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Nous y considérons le comportement particulier des systèmes 
auto-oscillants mettant en jeu le retard des forces qui déterminent 
le travail de ces systèmes. On admettait auparavant que l’état d’un 
système auto-oscillant était instantané à chaque instant et défini 
univoquement par l’action des forces lui appliquées. En ce qui con- 
cerne un système réel, l’action des forces à chaque instant donné 
dépend non pas de son état instantané mais de toute la préhistoire 
de ce système. Il a été déjà établi sur l'exemple de non-linéarité 
d'inertie active que la valeur d’un des paramètres, la résistance de la 
thermistance, dépendant de la température du conducteur n'est pas 
une fonction instantanée du courant traversant la thermistance. 

La nécessité de tenir compte du retard se fait également sentir 
dans l'électronique d’hyperfréquences. Par exemple, à cause du 
temps de vol fini des électrons entre les électrodes du tube les valeurs 
instantanées du courant plaque ne sont pas la fonction instantanée 
des tensions sur la grille de commande du tube. Les effets de vol 
altèrent la forme du courant plaque lorsque la période des oscilla- 
tions devient commensurable avec le temps de vol des électrons dans 
le système. Les phénomènes analogues ont lieu dans les systèmes à 
transistors. Le retard joue un grand rôle dans les systèmes acoustiques 
étant donné une vitesse relativement faible de propagation du son 
dans les fluides et solides. 
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La théorie des oscillations embrasse un bon nombre de problèmes 
sans tenir compte du retard. Mais on connaît de tels problèmes où les 
résultats d’une qualité nouvelle de principe ne peuvent être obtenus 
qu'à la condition qu'on prenne en considération l'effet de retard. 

Sur la fig. 5.34 est schématisé un système auto-oscillant à réaction 
différée qui se distingue du système ordinaire par la présence d’un 
élément conventionnel à retard At. Le terme « forces retardées » pré- 
voit que dans le système la cause surgit à l'instant t alors que son 
effet de forces un temps At après, dû à la vitesse finie de transmission 


fr — > 


L © 
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Fig. 5.34. Schéma synoptique d'un Fig. 5.35. Schéma d'un oscillateur à 
système pen à réaction réaction différée 
ifférée 


du signal. Mathématiquement, la prise en compte d'un tel retard 
parfait se fait de la manière simple: le temps t dans l'expression de 
la force est remplacé par le temps t — At. 

Comme exemple des systèmes à forces retardées considérons un 
système auto-oscillant du type de Thomson à transistor à effet de 
champ dont le circuit de réaction comprend un élément avec retard At 
(fig. 5.35). Un tel montage est également équivalent à un tube électro- 
nique travaillant dans la gamme d’hyperfréquences. 

Si le schéma produit des oscillations voisines de celles harmoni- 
ques il faut remplacer la phase d’oscillations wt en présence du retard 
par @(t — At) = wt — wAt = wt — 6. Tout retard At pour un 
processus harmonique peut être écrit sous forme d'un certain dé- 
phasage, aussi au lieu de l'élément At peut-on intercaler dans le mon- 
tage un déphaseur effectuant un déphasage requis. 

L'équation du mouvement pour le schéma fig. 5.35 a la forme 


LE +Ri+T\ (i—igr) dt —0. (5.7.1) 


Supposons que le courant de drain y soit une fonction instantanée 
de la tension w de la porte et la tension w elle-même soit une fonction 
a action différée, 1.e. dr —= Î (M diar/dt) où lat (£) = À ( — At). 
Alors en introduisant, comme d'habitude, les notations x = i/is, 
26 = R/L, w — 1/LC et en différentiant (5.7.1) on obtient 


d°zx dx … id 
TE + 20 + DT = QT. (5.7.2) 
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Posons pour simplifier que x. = f (u) est représentée par une caracté- 
ristique linéaire par morceaux donnée fig. 5. 36. Alors, pour u>0 
le second membre de l'équation (5.7.2) sera wi et pour u << 0, le 
second membre sera nul. En supposant ensuite la solution assez 
voisine de celle harmonique admettons que u suit la loi sinusoïdale 


u= M Si = Bsin (ot —06), 


1.e. za, = À’ sin (œot — 6). 

Cherchons la solution sous la forme x — —À4 cos (wt). Cela découle 
nécessairement de la dépendance 
u = sin (ot —06). En développant 
le second membre de l'équation 
(5.7.2) (échelon d'Heaviside) en 
série de Fourier et en se limitant à 
la première composante harmoni- 


ra que on obtient = w® sin (ot — 6). 


Fig. 5.36. Approximation discontinue En substituant alors dans l' équa- 
linéaire par morceaux de la caracté- 


ristique é4r — f(u) tion (5.7.2) les valeurs x, x, x 
et le premier terme du dévelop- 
pement de l'échelon d’'Heaviside en série de Fourier on trouve 


Ao° cos (ot) + 2646 sin (ot) — Awÿ cos (ot) — wi _ sin (ot — 0) --- 
2 n e 2 d e 
= — &, COs 8 sin (ot) —— uw, sin 6 cos (wt). 


D'où, en égalant les termes avec les sinus et les cosinus on obtient 
deux relations 


A (ww) = —<wsin 8, (5.7.3) 
264w — < wÿ cos 0. (5.7.4) 


La seconde relation fournit immédiatement l'expression de l'ampli- 
tude d'’oscillations 


A = ns cos 8. (5.7.5) 
Pour les systèmes auto-oscillants du type de Thomson on peut ad- 
mettre que w Æ w, si bien qu'à un degré de précision suffisant il est 
légitime d'écrire 
œ 2 
A = TS cos 6, (5.7.6) 
@? — 65 209 (© — wo). (5.7.7) 
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Alors, de (5.7.3) compte tenu de (5.7.6) et de (5.7.7) il vient 
© — Op — Ô tg 6. (5.7.8) 


Sur la fig. 5.37 sont présentés les graphiques de variation de 
l'amplitude À et de la pulsation w produite en fonction du retard (du 
déphasage) 0. Sur cette figure on voit divers domaines de l’excitation 
(ils sont hachurés) pour différents déphasages. La diminution de 
l'amplitude des auto-oscillations jusqu'à À = 0 est obtenue pour 
les valeurs de 8, — (2n + 1) x/2, n = 1, 2, 3, ... Physiquement 


Fig. 5.37. Variation de l'amplitude et de la pulsation des oscillations générées 
en fonction du retard 


cela s'explique par le fait qu'à mesure que l’on introduit un décalage 
supplémentaire le courant de drain est décalé en phase par rapport 
au Courant du circuit oscillant. L'expression analytique de la pul- 
sation produite des oscillations et le graphique associé montrent que 
o est univoquement liée au déphasage 6 (à 2x près). Lorsque la 
phase 6 varie la pulsation de la génération w décale légèrement elle- 
même (en conformité avec (5.7.8)) afin de conserver dans les limites 
du domaine de la génération un bilan de phases requis 0 == (2r + 
+ 1) x. 

L'un des traits particuliers de ce système auto-vscillant consiste 
en ce qu'à un At (6) déterminé assez grand pour lequel les conditions 
d'excitation sont remplies, une faible variation de pulsation de tra- 
vail du système © — &, — 6 tg 8 est capable d’amener le change- 
ment de domaine (ou domaines) de l'excitation du système car 60 — 
— 4 At. Par conséquent, dans ce système on peut s'attendre à toute 
une série de pulsations de travail situées dans la bande de transpa- 
rence du circuit oscillant du système auto-oscillant pour lesquelles 
sont remplies les conditions d’auto-excitation. On a établi que 
l'excitation dans un tel système auto-oscillant des oscillations sur 
telles ou telles pulsations est de façon décisive déterminée par les 
conditions initiales. Si les conditions initiales pour l’une des compo- 
santes fréquentielles éventuelles se trouvent dominantes, celle-ci 
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peut atteindre une amplitude stationnaire plus tôt que les autres et 
supprimer toutes les autres oscillations. Par ailleurs, le système 
« retient» en quelque sorte la pulsation qui correspondait aux con- 
ditions initiales prescrites. 

Evaluons l’applicabilité de la méthode des amplitudes lentement 
variables à l’analyse des systèmes auto-oscillants à réaction différée. 
Pour ce faire, comme on sait, il faut que l’équation différentielle 
décrivant un système oscillant de qualité puisse être ramenée à la 
forme 


z+z=pf(x, x, to, Te), où u< 1. 
Le second membre contient une fonction dépendant non seulement 


de x et x, mais également des coordonnées différées x, et Lo. Alors, 
la résolution de l’équation par la méthode d’'ALV peut être effectuée 
en attirant les substitutions 


ZI =uUCOST +vSsinT, z = —u Sin T + Ucos T, 
Zo —= Uog COS (T — 8) + v, sin (t — 6), (5.7.9) 
Zo — —u9 sin (Tt — 8) + v, cos (t — 6). 


Maintenant il faut déterminer les conditions telles que u & uo 
et v = vg. Naturellement les u et v diffèrent des u, et v, d’une quan- 
tité dont elles varient au bout de wAt = 6. La vitesse de variation 
de u, égale à u a l’ordre de et, donc, Au = (u — us) a l’ordre de 
u0. C'est pourquoi si l’on exige que u6 1 on peut admettre que 
ug & u et vo & v si bien que l'application de la méthode d’ALV 
à ces systèmes se trouve notablement simplifiée. Cela permet de 
supposer que pendant le temps de retard l’amplitude varie assez peu. 
On peut alors écrire 


Ze — u cos 0 cos t + u sin 0 sin + + v cos 0 sin t — v sin 8 cos + — 
— (u cos 0 — v sin 6) cos t + (u sin 8 + v cos 8) sin t, (5.7.10) 
Ze = —(u cos 0 — vsin 6) sin t + (u sin 8 + v cos 8) cos +. 


Les équations tronquées sont dans ce cas obtenues selon les règles 
habituelles de la méthode d’ALV ; on a 
21 


u — __— ( uf (x, z, Ze, ze) sin t dt, 

Û 
ee | (5.7.11) 
v = — \ Uf (TZ, Z, Ze, Te) COS T dr. 


0 


Trouvons à l’aide de cette méthode les conditions d’auto-exci- 
tation de l’oscillateur à réaction différée (cf. fig. 5.35) la caracté- 
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ristique volt-ampère étant approximée par le polynôme de troisième 
degré ir = do + Gouù + You* où u = M dia,/dt. L'équation (5.7.2) 
pour t = œt et £ = 1 — wÿ/w*® prend alors la forme 


2 x — Ex — 20 + ATy + vi. 


Les équations tronquées valables pour l'analyse de ce système sur 
la portion linéaire de la caractéristique (sans tenir compte du terme 


y responsable de la limitation de l'amplitude des auto-oscillations) 
s'écrivent de la façon suivante 


u = + (a cos 0— 28) u—— (a sin B+E)v=—vp(u, v), 
: (5.7.12) 
D= + (sin O+t)u+ + (æcos0—28) v=4Ÿ{(u, v). 


Le système d'équations tronquées (5.7.12) permet d'obtenir les 
conditions de stabilité et d’instabilité de l’état de repos du système. 
Pour ce faire il est nécessaire, comme on le sait, d’exiger la nullité 
du déterminant 


0P 2 
ou ov 
=( : 
0, D 
du dv 


d'où l'on tire l’expression pour l’exposant caractéristique 
Ma=—+(20—@cos8)+j+(asin0+E).  (5.7.13) 


L'état de repos du système est instable (le système s’excitera) à con- 
dition que la partie réelle À soit positive, i.e. Re À — —1/, (28 — 
— «a cos 0) > 0 d'où il découle que la condition d'auto-excitation 
est donnée par 


a cos 0 > 26, (5.7.14) 


où «& cos 8 est une certaine pente réduite tenant compte du retard, 
20, les pertes réduites dans le système. 

Comme on voit, le retard dans les systèmes auto-oscillants du type 
de Thomson conduit à la diminution du coefficient de régénération 
par rapport au cas sans retard, c'est-à-dire on a constamment 
(æœ cos 6 — 20) < (« — 28). Si pour un système concret on se donne 
les paramètres &« et 20, alors le retard admissible (le déphasage 8) 
lorsque l'excitation des oscillations dans le système est encore pos- 
sible se déduit de la condition: 6 << arccos 2#/«). 

L'approche et les techniques de l'analyse utilisées lors de la 
considération de l'oscillateur de Thomson à réaction différée sont 
justes et peuvent s'appliquer à tous les systèmes à bande étroite de 
ce type. 
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Maintenant voici un autre cas extrème où le système auto-oscillant 
à retard n’a aucun circuit oscillant, i.e. il est un système du type non 
oscillant à une bande passante très large (fig. 5.38). Supposons que 
l'amplificateur se caractérise par une bande passante indéfinie et 
non linéaire de principe, i.e. u; — 1 (1). L'élément de retard At 
est parfait dans le sens que u, = xu, (t — At) où x est un coefficient 
constant indépendant de la composition spectrale du signal. Physique- 
ment, cela signifie que la dispersion est absente dans le circuit de 
réaction. Notons tout de suite que les segments de ligne coaxiale et 
les lignes artificielles (filtres) utilisés pour créer le retard ont iné- 
vitablement une dispersion de sorte que le coefficient x ne peut 
réellement être maintenu cons- 
tant que pour une bande limitée 
de fréquences. 

Pour un montage idéalisé de 
Ja fig. 5.44 on peut écrire les rela- 
tions évidentes suivantes: uw, = 
= (u), Us = U,,Uy — XU;z (£ Eu 
At) ; alors 


u, = U = lu, (t — At)]. 


Fig. 5.38. Schéma synoptique d’un . : 
système auto-oscillant à retard sans Ainsi, l’analyse du problème 


circuit oscillant (sans élément accumu- posé nécessite de résoudre une 

lateur) équation non linéaire de la forme 

z —  (z) compte tenu du retard 

dans le système. Ce genre de transformations fonctionnelles est 
traité en mathématiques par méthode d’itérations *). 

Si l’on donne une fonction œ (z), alors on appelle processus d'’ité- 
rations le processus suivant : on donne une certaine valeur initiale z, 
qui permet de trouver  (2,); ensuite œ (z,) = z est pris comme un 
nouvel argument et porté dans la fonction œ (z) ; on obtient ainsi une 
fonction œ Ip (z,)] qui conduira par la même méthode à @ {q [p (z)l}, 
etc. On démontre dans la théorie du calcul itératif que si on poursuit 
indéfiniment la procédure on obtient une suite de quantités z,, 
Zos + : «+ 2m après lesquelles toute la suite de valeurs itératives se 
reproduit encore et encore. En d'autres mots cette suite correspond 
à un certain cycle limite. Si elle contient m valeurs de z répétitives, 
Ï.@. Zj, Zos + + «+ 2m. CES Valeurs par définition sont des racines ité- 
ratives d'indice m. 

L'itération est illustrée bien clairement à l’aide de la méthode 
de Lemerey de façon graphique (fig. 5.39). Si l'on porte z sur l’axe 


*) La méthode d'itérations et autres méthodes de traitement des établisse- 
ments des oscillations dans les systèmes oscillants et auto-oscillants sont, dans la 
littérature, réunies parfois sous une désignation commune méthode des transfor- 
mations ponctuelles. 
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des abscisses, y — œ (z) sur l’axe des ordonnées et l’on mène une 
droite y = z; la procédure de recherche des racines itératives se 
ramène à ce qui suit. 

Supposons que  (z) soit donné en un point zo — 0, par exemple. 
Menons une droite horizontale par le point w(z,) jusqu'à l'inter- 
section avec la droite y = z. De ce point, menons une droite verticale 
jusqu'à l’intersection avec  (z), ce qui conduit à œ [y (2). En pour- 
suivant cette procédure on trouvera @ {œp [ (z)}} et ainsi de suite. 


Po PRE j. 


pl 10) 


0 2: z 


Fig. 5.39. Construction de Lemercy Fig. 5.40. Construction de Lemerey 
pour l’équation à une racine pour l'équation à deux racines 


Cette procédure conduira à une certaine valeur z — z,, unique racine 
de l'équation itérative d’indice 1 pour le système donné. La stabilité 
de la racine est évidente : partout où que l’on choisisse la valeur ini- 
tiale z, on arrive toujours au point z,. Le critère de stabilité de racine 
revêt la forme 


| p (a) 1 << 1. 


Si l’on prend une courbe œ (z) plus raide (fig. 5.40) et l’on pro- 
cède par la méthode de Lemerey à l’itération on obtiendra un cycle 
itératif limite stationnaire. On voit par ailleurs qu’il y à deux 
valeurs stables de la fonction w (2), i.e. les racines d'indice 2 (2, et 
z:). Si la fonction y (z) avait une forme plus compliquée la technique 
itérative permettrait d'obtenir un cycle stationnaire plus compliqué 
avec les racines d'indice m. 

Le système à amplificateur parfait et à ligne à retard parfaite 
est mathématiquement adéquat au problème itératif. Dans un tel 
problème la forme de la fonction non linéaire peut déterminer un 
ensemble de tensions u,, +, . .., uh, ensemble de racines corres- 
pondant à une période d'oscillations déterminée. 

Si l’on admet que le montage de la fig. 5.38 satisfait aux condi- 
tions d’auto-excitation et la fonction non linéaire (2) est traduite par 
l'allure de la courbe de la fig. 5.40, ce système auto-oscillant donnera 
lieu à une alternance périodique de tensions w, et u, correspondant 
à deux racines du problème itératif, z, et z,. Cela veut dire que le 
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signal circule deux fois à travers le système: la première valeur 
s'associe au début de circulation du signal dans l’amplificateur, la 
seconde, à la fin de passage de la queue du signal à travers le système 
à retard et, de nouveau, à travers l’amplificateur. Il en résulte que 
la période d’itérations correspond au double temps de retard T — 
— 2At. Donc, le système envisagé doit se trouver soil dans un état 
{u,), soit dans un autre (4,) de sorte que les oscillations dans le sys- 
tème doivent ressembler à la suite d’impulsions rectangulaires. 

Si l’on communique au système (cf. fig. 5.38) des percussions 
initiales, elles doivent être amplifiées sans modifications de leur 
composition spectrale (fig. 5.41). Avec le temps, ces impulsions, par 


A 
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av 
#17 
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Fig. 5.41. Passage successif des impulsions initiales à travers un système avec 
amplification et retard 


non-linéarité de l’amplificateur, vont ètre limitées si bien que le 
système entrera en régime stationnaire en répélant la périodicité 
des impulsions initiales du régime de départ (initial). Une telle 
séquence d'impulsions doit se produire dans le cas d’un système par- 
fait. Quant aux systèmes réels il ne s’y conserve que la période géné- 
rale des oscillations. fonction du temps de retard alors que la forme 
des impulsions initiales subit des modifications notables tout au 
long de la circulation dans le système aulo-oscillant à réaction diffé- 
rée. 

On voit que même si le signal ne traverse qu’une seule fois le 
système réel à retard celui-ci apporte, par dispersion inévitable (i.e. 
dépendance entre temps de retard des composantes harmoniques du 
signal et fréquence), certaines (soient-elles petites) mutilations de 
signaux qui. après des passages multiples à travers l’amplificateur 
et la ligne à retard. conduisent à un processus stationnaire qui diffère 
fortement en forme de celui de départ. La forme du processus sta- 
tionnaire est, par ailleurs, fonction des propriétés concrètes des lignes 
a retard et des amplificateurs réels. 

Ainsi. la considération des processus dans les systèmes auto- 
oscillants à retard à l'aide d'outillage de la méthode d'itérations 
ne permet d'expliquer que la périodicité et les conditions d'excita- 
hion des oscillations dansles systèmes à retard. Déja Panalvse qua- 
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litative du comportement des ‘systèmes réels permet de conclure 
qu’il est impossible de créer à l’aide de tels systèmes, un système 
de mémoire dynamique qui serait capable de retenir non seulement 
le temps d'action du signal mais aussi sa forme complexe. 

Pour analyser les systèmes auto-oscillants du type non oscilla- 
toire à réaction différée on peut utiliser la méthode des caracté- 
ristiques de transfert. Cette méthode se base sur l’utilisation de la 
fonction de réponse n (£) dont la signification physique consiste 
en ce que si à l’entrée d’un système linéaire on applique un saut 
unité de tension, à sa sortie est recueillie une réponse n (£). La fonc- 
tion de réponse représentant la valeur réelle de la tension de sortie 
permet de trouver le processus transitoire et la tension à la sortie 
d'un quadripôle de la relation intégrale de Duhamel 


{ 


Unort (#) = Ÿ Uent (4 — 0) n (0) dé, (5.7.15) 
0 


où & est la variable d'intégration. 

En appliquant cette méthode standard au calcul d’un système 
auto-oscillant du type non oscillatoire à réaction différée (cf. fig. 5.38) 
on peut écrire 

t 


us (#)—u0= 2 | D Lu (£ —E)1 n (E) dE, (5.7.16) 


0 


où ® est la fonction des perteset des autres paramètres, u,, la tension 
d'entrée de l'amplificateur, u,, la valeur initiale de la tension. Etant 
donné que la fonction de réponse peut être interprétée comme intro- 
duction d’un certain retard on retrouve la situation favorable à 
l'application de la méthode d'itérations. En effet, dans un système 
sans dispersion la fonction de réponse représente un décalage « pur » 
dans le temps, i.e. n (©) = x (6 — At). Dans ce cas la solution de 
l'équation intégrale de Duhamel sans dispersion a la forme 


u, (t) =, ju, (t—At)], (5.7.17) 


i.e. on obtient le problème d'’itération exposé précédemment. 

Donc, le problème du mouvement dans un système auto-oscillant 
à retard se ramène à l'analyse d’une équation intégrale dont la réso- 
lution analytique est bien ardue; toutefois, elle peut être résolue 
par méthodes numériques sur l'ordinateur. 

La solution analytique du problème n’est possible qu’au stade 
initial du processus lorsque la caractéristique de l’amplificateur peut 
être admise linéaire ® (u) — ku etiln’est pas nécessaire de considé- 
rer un problème du processus stationnaire. On arrive à calculer la 
caractéristique pour une seule ligne (circuit) artificielle sans pertes 
et pour un câble coaxial sans pertes et avec pertes. 


16—747 
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Les études ont permis de montrer que la solution du problème 
concernant l'étape initiale des auto-oscillations dans le système 
envisagé a la forme 


u, (t)= > [an (4) cos (ot) + b,, (t) sin (w,,t)1, (5.7.18) 


où le second membre n’est pas une série de Fourier mais une somme 
de composantes harmoniques de tension dont les fréquences dans un 
cas général sont incommensurables et non équidistantes. Ici a,, (t) 
et b, (t) sont des fonctions exponentielles du temps; elles croissent 
si le gain de l’amplificateur k > 1 et est suffisant pour compenser 
les pertes dans le circuit de réac- 
tion ou bien si ces pertes sont 
nulles. 

Faisons une analyse appro- 
chée du développement des 
oscillations dans ces systèmes. 
On sait que dans un système 
auto-oscillant doté d’une carac- 
téristique phase-fréquence déter- 
minée il y aura l'augmentation 
des amplitudes des oscillations 
qui satisfont aux conditions 
Fig. 5.42. Variation de la phase en d équilibre de phase dans le 
fonction de la pulsation (courbe de  SYStème. Si l’on admet que l'am- 
dispersion) et détermination des pul- plificateur modifie la phase 
sations générées dans un système auto-  d’oscillations de x, la condition 

oscillant dispersif d'équilibre de phase est satisfaite 
pour les composantes dont le 
déphasage résultant est égal à 6 — (2n + 1) x. Sur la fig. 5.42 est 
donnée une courbe de dispersion typique, i.e. une caractéristique 
phase-fréquence non linéaire. Le système stimule l’accroissement 
des oscillations de pulsations &,, &:, &4, etc. Ces fréquences sont, 
on le voit, non équidistantes. Si le système n'était pas dispersif le 
graphique représenterait une droite À — 60/w. En présence d’une 
dispersion il convient d'introduire et d'utiliser le temps de retard 
différentiel A, — d0/do dont les valeurs pour nombreux systèmes 
réels sont toujours situées au-dessus de la droite À = 68/o. 

En approximation linéaire, i.e. pour le stade initial du processus 
d’'excitation des auto-oscillations dans ce système il est possible de 
déterminer la relation entre le temps de retard différentiel et le taux 
d’accroissement des amplitudes des composantes harmoniques satis- 
faisant au bilan des phases dans le système. 

Supposons que le gain À ne dépasse que de peu l'unité, ji.e. 
(k — 1) € 1, on peut alors admettre que a,, (t) et b,, (t) sont des 
quantités lentement variables pendant la période d’oscillations. En 
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outre, sur la portion linéaire du’ développement du processus chaque 
composante oscillatoire de l’ordre m n'’interagit avec aucune autre. 
En attirant alors le développement de Taylor des facteurs de sin 
et et de cos dans (5.7.18) on peut écrire 


= 
mn (4) Am ({ — À n) d Der —— a ER 
(5.7.19) 


b,, (4) ne bn (£ EE A») pe du Am 


où À, cst le même pour les quantités a, et b,, car loutes les deux 
Caractérisent une composante oscillatoire de numéro m. 

Considérons maintenant l’évolution du processus des auto- 
oscillations dans son stade initial pour m-ième composante arbitraire 
en supposant linéaire l’amplificateur (u, — —ku,;) et en tenant 
compte des différents temps de retard différentiels A, pour diffé- 
rentes composantes fréquentielles. 

L'expression pour la m-ième composante à l’entrée de l’amplifi- 
cateur a la forme 


Uim () = Am COS (mt) + bn Sin (wht). (5.7.20) 


De plus, le montage de la fig. 5.38 fournit plusieurs relations évi- 
dentes 


Usm (£) FE Um (£), Uom (E) == — ku,, (4), 
Um (Ë) = Usm ( — Am) = — kuyn(t— À,) -= 
= —k{a,(t—A,,)cos[o,, (t — A,)]+ 
+b,(t—A,)sin{oh(t—A,,)}. (5.7.21) 


En égalant l’une à l'autre (5.7.20) et (5.7.21) et en remplaçant dans 
cette dernière a, (t — AÀ,,) et b,, (t — AÀ,,) par les expressions corres- 
pondantes de (5.7.19) on obtient 


am (£) cos (@nt) + bn (1) sin (Gt) Re am (4) — Am] * 


x cos (wst—n)+[ 0, ()—%8 An ]sin (wt—x),  (5.7.22) 


où conformément au bilan des Ft on a exigé que onAÀy, = 7x 
soit, dans un cas général, w,,A,, = (2r + 1) x. En égalant alors 
l’un à l’autre les facteurs de Sinus et de Cosinus on a 


am (t)—& [am (92 An |, dm (= (bn (D Len], 


d'où il découle que 
dm _ 1 


16% 
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. D'après ces expressions, pour k > 1 on a da,,/dt > 0, dbdt > 0. 
Ainsi, entre le taux d’accroissement d’amplitudes des composantes 
fréquentielles et le tempsde retard différentiel il s'établit une liaison 


Am (t) == ho EXP [+ (1——+)] , 


bu (t) = bnocxp [+ (1——+) |, 


qui montre que moinsest le temps de retard différentiel A,, (la com- 
posante de fréquence plus basse), plus vite croît l'amplitude de cette 
composante. 

La prise en considération de la dispersion dans le système auto- 
oscillant du type oscillatoire à réaction différée a conduit à deux 
résultats de principe: 

1) les oscillations qui se développent dans ce système, l’'amplifi- 
cateur étant supposé linéaire, forment un spectre d'’oscillations de 
fréquences non équidistantes ; 

2) les amplitudes de ces oscillations croissent exponentiellement 
de façon irrégulière: plus la fréquence de composante est élevée, 
plus lentement croît son amplitude. 

On connaît de l'expérience que dans un système auto-oscillant 
du type non oscillatoire à réaction différée en régime stationnaire 
il se produit la génération d’une ou de plusieurs composantes de fré- 
quences les plus basses. Donnons une brève explication qualitative 
possible de ce phénomène. 

A l’étapeinitiale divers effets de fluctuations font exciter toutes 
les composantes fréquentielles possibles. Puis les composantes basse 
fréquence dépassent en amplitude les composantes de haute fré- 
quence en vertu du développement accéléré. L'’accroissement ulté- 
rieur des amplitudes des composantes basse fréquence les fait quitter 
les premières leslimites de la portion linéaire de la caractéristique, 
ce qui rend moins raide la pente efficace de l’amplificateur ct, 
comme conséquence, la dégradation des conditions pour l’accroisse- 
ment des amplitudes des composantes haute fréquence. En définitive, 
il ne subsiste que seulement une ou plusieurs composantes de fré- 
quences les plus basses. 

Toutefois, les phénomènes d'excitation dans un tel système à 
large bande peuvent changer profondément si l’on crée des conditions 
initiales assurant l'accroissement dominant d’une composante oscilla- 
toire isolée de haute fréquence, par exemple. Pour ce faire il suffit 
à l'instant de mise en marche du système auto-oscillant de lui appli- 
quer un signal haute fréquence (voisin en fréquence de l’une des com- 
posantes haute fréquence éventuelles du système) ayant une ampli- 
tude dépassant notablement le niveau des bruits de fluctuations 
dans le système. 

Dans ce cas on crée artificiellement de grandes valeurs initiales 


(5.7.24) 
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de ao et de b,,9 de la composante haute fréquence (5.7.24) et même 
si son taux d’accroissement est plus petit que celui de basse fré- 
quence elle quitte la première la portion linéaire de la caractéristique 
et peut entraîner la diminution de la pente efficace de l’amplifica- 
teur jusqu’à la valeur n’assurant pas un degré de régénération suffi- 
sant des autres composantes (y compris également de celles basse 
fréquence). Comme l’expérience le montre de cette manière on peut 
imposer au système auto-oscillant à large bande à retard de générer 
(retenir) les oscillations jusqu’à quinzième composante fréquentielle 
environ. 


$ 5.8. Oscillations chaotiques dans les systèmes dynamiques 


Jusqu'ici on traitait des exemples des systèmes oscillants et 
auto-oscillants qui sont décrits par des solutions strictement déter- 
minées sur la base d'existence et d’unicité des solutions du problème 
de Cauchy pour les systèmes dynamiques. Par un système dynamique 
on entend un objet physique quelconque, un modèle mathématique 
ou un processus dont l’état est univoquement déterminé par l’en- 
semble de certaines grandeurs à l'instant initial et à l’aide d’un opé- 
rateur fonctionnel donné on peut trouver l’état du système à tout 
instant prescrit à l’avance. 

Une question s'impose: peut-il exister dans ces systèmes des 
mouvements aléatoires, imprévisibles (chaotiques) ? Si l’on considère 
les systèmes à un gr:nd nombre de degrés de liberté tels que les 
fluides, par exemple, alors même intuitivement on se représente 
comme naturelle l'impossibilité de déterminer la trajectoire du 
mouvement d’un microvolume dans ces milieux. D'autre part, si 
l'on considère dans le plan de phase le caractère des mouvements 
dans les systèmes linéaires et non linéaires oscillants et auto-oscillants 
n'ayant qu'un degré de liberté, alors, comme il à été précédemment 
montré. les oscillations dans ces systèmes ont un caractère stricte- 
ment déterminé. 

Toutefois, déjà en traitant des mouvements dans le voisinage d'un 
point singulier du type foyer instable et d’un point singulier du 
type col (fig. 5.43) on voit qu’une petiteindétermination S, dans des 
conditions initiales données (dispersion) conduit, en cas d’instabilité 
exponentielle (fig. 5.43, a), à une grande dispersion S, des trajectoi- 
res de phase au bout d’un temps fini At et, dans le cas de perturbation 
de la séparatrice, à l’indétermination du mouvement dans son voi- 
sinage. Déjà Poincaré a révélé ce fait en écrivant qu’« une cause 
infime est capable de provoquer dans les systèmes instables un effet 
sensible ». Le sens physique de l’indéterminisme dans des conditions 
initiales ou des perturbations des mouvements données réside dans 
la présence des paramètres fluctuants dans les systèmes oscillants 
réels. 
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Donc l'imprévision nécessite une instabilité exponentielle ou un 
mouvement composé au voisinage de la séparatrice, toutefois pour 
obtenir des oscillations chaotiques il faut qu’il y ait le retour des 
trajectoires de phases, ce qui est impossible de réaliser dans un plan 
des phases car les trajectoires de phase ne s’y rencontrent pas. De 
ce fait. il résulte que la dimension minimale # de l’espace de phase 
où l’on peut décrire un tel processus est égale à N — 3, ce qui cor- 
respond à un système oscillant à un et demi degré de liberté. Un tel 
système peut se composer d'ensemble de deux systèmes: un système 


Fig. 5.43. Influcnce d’indétermination (de dispersion) sur le caractère des tra- 
jectoires de phase pour différents systèmes oscillants 


oscillant à un degré de liberté complet (système LCR) et un système 
à un degré de liberté dégénéré (système LR ou CR). 

Un objet géométrique dans l’espace de phase vers lequel tendent 
toutes les trajectoires de phase du système et s’en repoussent puis- 
qu'elles y sont instables est conventionnellement appelé attracteur 
étrange, à la différence des attracteurs simples connus (variétés 
attractives et répulsives, états d'équilibre). 

Dans l’espace de phase tridimensionnel le comportement « étran- 
ge » des trajectoires peut être représenté par exemple de la manière 
suivante: elles se dispersent suivant les spirales dans le plan et 
y retournent après la sortie dans l’espace (fig. 5.44). Etant donné 
que le comportement de tels systèmes dépend, dans une grande 
mesure, des conditions initiales, alors malgré le déterminisme de la 
description, il est impossible de prédire l’évolution du système. Dans 
ce cas il est nécessaire de construire une théorie statistique des systè- 
mes dynamiques à attracteur étrange. 

En étudiant les propriétés et les particularités des oscillations 
chaotiques dans les systèmes dynamiques on a dû utiliser plusieurs 
disciplines et méthodes autonomes, en particulier: la théorie des 
vibrations non linéaires, la théorie des systèmes dynamiques, la 
théorie des équations différentielles, la théorie des perturbations, la 
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théorie de la stabilité et des bifurcations (bifurcation : modification 
qualitative du mouvement), la théorie statistique. Le chaos dans 
les systèmes dynamiques est l’un des problèmes importants de la 
théorie des vibrations non linéaires car nombreux problèmes dans 
le domaine de la météorologie, de la biologie, de l’économie, de 
l'écologie, de plusieurs branches de physique, y compris la radio- 


Fig. 5.44. Caractère possible du mouvement du point figuratif dans un espace 
de phase à N = 3 


physique, sont décrits par les équations dynamiques communes ou 
semblables. Les études qui s'y rapportent sont appuyées par des 
expériences numériques et sur la nature. 

Pour étudier le caractère des mouvements dans un système oscil- 
lant concret afin d'établir la présence ou l'absence de l'attracteur 
étrange on a recours à plusieurs méthodes. 


C4 


Fig. 5.45. Variation dans le temps de la variable de phase x (#) pour un oscilla- 
teur à non-linéarité d'inertie en régime des oscillations chaotiques 


1. Intégration numérique de l'équation différentielle analysée 
avec exclusion du processus transitoire. Il en résulte l’image de 
variation dans le temps d'une ou plusieurs variables de phase, x (4), 


zx (t), etc. Sur la fig. 5.45 est donnée l’une de ces réalisations tempo- 
relles pour un oscillateur à non-linéarité d'inertie travaillant en 
régime d'attracteur étrange. 

2. Analyse du spectre de Fourier des oscillations obtenues soit 


dans une expérience sur la nature à l’aide d'un analyseur de spectre 
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soit à la suite de l'intégration de l’équation sur ordinateur suivant 
un programme spécial « transformation de Fourier rapide ». En cas 
d'évolution des oscillations dans le système depuis les oscillations 
périodiques aux chaotiques, à la modification d’un ou de plusieurs 
paramètres de commandetels que l’amplitude et (ou) la fréquence 
excitatrice, le coefficient de non-linéarité, le décrément d’amortisse- 
ment (incrément d’accroissement), etc., on observe d’abord dans le 
spectre un accroissement des niveaux des harmoniques, puis l’appa- 
rition des sous-harmoniques (bifurcation de la période d’oscillations) 


tas 


4,76 


0,075 
0 83 26 38 42 45 w 


Fig. 5.46. Composition spectrale des oscillations dans un amplificateur para- 
métrique à jonction de Joscphson en régime des oscillations chaotiques 


et, en cas de chaos, il y a formation d’un spectre continu dont se 
dégagent certaines fréquences caractéristiques du système. Sur la 
fig. 5.46 on donne un spectre d’oscillations chaotiques dans un ampli- 
ficateur paramétrique à jonction de Josephson décrit par l’équation 


pH + sin p=p c0s (wt), (5.8.1) 


où est la différence de phase de Josephson, p et w, l’amplitude 
et la pulsation du champ de fréquences supérieures, $,, le paramètre 
égal à la pulsation extérieure normé à la pulsation du plasma. 

3. Etude des fonctions de corrélation des oscillations chaotiques. 
En présence du spectre continu, le théorème de Vienner-Khintchine 
fournit un caractère tombant des fonctions de corrélation quelle que 
soit la variable de phase zx;(t). Un calcul direct de la fonction de 
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corrélation peut se faire à l’aide de la relation 
k (T) = (rititr — m°) (5.8.2) 


où m est la valeur moyenne de la variable x;(m — xi). 

4. L'un des critères stochastiques (chaotiques), c’est l’entropie 
positive À du système dynamique qui caractérise la vitesse moyenne 
de dispersion des trajectoires de phase dans l’attracteur étrange: 


K=lim lim MED). (5.8.3) 
2-0 1—+00 l 
où e est l’imprécision des mesures, {, le temps d'observation, M (e,t), 
le nombre maximal de trajectoires dont la distance est supérieure 
à e. Il en vient que si les trajectoires sont stables au sens de Liapou- 
nov, i.e. les points figuratifs de départ voisins ne s’écartent pas trop 
l'un de l’autre, alors À — 0. 

Un autre critère stochastique est l’exposant caractéristique de 
Liapounov À qui décrit la vitesse moyenne de dispersion exponentielle 
des trajectoires voisines : 

À lim in lr(b) 1. (5.8.4) 
{oo 
La positivité de À signifie la dispersion des trajectoires de phase, la 
valeur de À, la profondeur du chaos. 

5. Détermination de la dispersion D? = (rx — &)* et construc- 
Lion des histogrammes selon les réalisations. En faisant la coupe de 
l'attracteur étrange par le plan dit de Poincaré on arrive à baisser 
d'une unité la dimension de l’espace de phase et à y obtenir l’image 
de l’évolution des oscillations depuis les périodiques aux chaotiques 
Jors de la variation du paramètre de commande (représentation bidi- 
mensionnelle du décalage). La fig. 5.47 illustre une telle évolution 
de la représentation du décalage pour un oscillateur de Van der Pol 
à réactance non linéaire dont le mouvement est décrit par l'équation 


z—e(A—r)rtr+ IS = p cos (wt). (5.8.5) 


Sur la fig. 5.47, a on donne des oscillations périodiques et quasi 
périodiques (0 << p << 1,7) qui se transforment ensuite (1,9 < p < 
< 2,65) en cycle à sept temps (fig. 5.47, b) qui, à son tour, se détruit 
(fig. 5.47, c) et à p > 2,75 on obtient des oscillations chaotiques. 
À p — 5, le système est le siège d’un chaos développé (fig. 5.47, d). 
Il existe encore d’autres méthodes d'analyse des processus oscilla- 
toires dans les attracteurs étranges. 

Actuellement, on connaît plusieurs scénarios de développement 
du chaos dans les systèmes oscillants et auto-oscillants non autono- 
mes. Le scénario le plus souvent rencontré, et dont la théorie est le 
mieux élaborée, est celui de passage au chaos par bifurcations de 


250 AUTO-OSCILIATIONS DANS LES SYSTÈMES A UN DEGRÉ DE LIBERTÉ  [CH. 5 
oo 


doublement de période des oscillations. À ce propos considérons les 
propriétés des applications unidimensionnelles f (x) (fig. 5.48) de 
la forme 

Tnt = fan, C), (5.8.6) 


(C est un paramètre) possédant un seul maximum (minimum). Un 
tel choix de la forme de la fonction est nécessaire pour obtenir des 


Fig. 5.47. Evolution de l'application bidimensionnelle du décalage à l’augmen- 
tation de l’amplitude de l'effet extérieur dans le cas d’un oscillateur non auto- 
nome de Van der Pol à réactance non linéaire 


oscillations chaotiques engendrées par la présence ne serait-ce que 
d'un seul extrémum f’ (x) = 0. 

Si l’on procède par itérations selon la méthode de Lemerey, pre- 
mièrement, il sera alors aisé de voir qu’indépendamment du choix 
de la valeur initiale x, la solution converge vers le point x,, qui est 
un point fixe stable de l'application (racine) x,, = f (x11). Deuxiè- 
mement, on voit sur la fig. 5.48 que l'application est irréversible 
puisqu’à une mème valeur x, correspondent deux états initiaux 
Zo et 2. 

Dans le cas de l'application unidimensionnelle à un maximum lors- 
que f’ (x) =0 et f”(x) 0, i.e. l'application est localement quadra- 
tique, il est possible, par transformation linéaire du développement 
taylorien au voisinage de l’extrémum. d'obtenir unn application qua- 
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dratique sous la forme 
LZn+ = /(zn) où  f(zn) = 2Cxr, + 2ri. (5.8.7) 


En construisant la fonction d’application f, (x) — f (f (x)) pour 
différentes valeurs du paramètre C (fig. 5.49) et la droite f (x) = x, 
on voit qu'à C > — 1/2 les deux intersections de ces lignes corres- 
pondent aux points fixes de période de base; à C << —1/2 le point 
9 devient instable et simultanément on voit naître un couple de 
points fixes stables de période 
double qui satisfont aux condi- f 
tions 


Zo+ = f (x2-) = fa (ze+), 
Zo- = f (z2+) = fa (z2-). 


C'est bien l’exemple de bifurca- 
tion de doublement de période. 


Z, 


: ; Z Z TE 
Sur la fig. 5.49, c est donné un Donne di g * 
cycle à deux tours C, engendré Fig. 5.48. Exemple d'application 
par l’excitation du cycle à un irréversible unidimensionnelle 


tour C:. 

La diminution ultérieure du paramètre € amène la bifurcation 
suivante de doublage de période, etc. Sur la fig. 5.50 on a représenté 
les trois premières bifurcations de doublement de période qui donnent 
naissance à l’oscillation de période égale à huit. Il est à signaler que 


g. 5.49. Naissance d’une évolution à période d'oscillation double dans le cas 
4 Tr application quadratique f, = f(f (z)): a) C > —1/2, b) C << —1/2, c) cycles 
à double tour (trait plein) et à un tour (trait interrompu) 


la loi de variation du paramètre (loi de similitude) est régie par l'a 
constante de Feihenbaum 8 —4,6692 (pour l’application à un maxi- 
mum quadratique) et a la forme 


Che1 Ch = ÿ — 5 
Ga  p 0 k=1, 2, 3, ..… (5.8.8) 


252 AUTO-OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES À UN DEGRÉ DE LIBERTÉ  [CH. 5 


La suite de bifurcations C, converge vers la valeur limite C — 
— — 0,781 (en simulation numérique, Cx — — 0,785). Toutefois, 
dans les expériences sur le prototype et numériques du fait de la va- 
riation finie du paramètre C, on assiste, même après deux ou trois bi- 
furcations de doublement de période, à l'apparition des oscillations 
chaotiques. Dans certains systèmes les bifurcations en plus du double- 
ment de période d'’oscillations 
donnent également naissance aux 
oscillations de périodes 3, 5, 7,... 
dont le mécanisme de formation 
diffère quelque peu de celui 
considéré précédemment. 

Ün autre mécanisme respon- 
sable d’engendrer un mouvement 
désordonné composé est le che- 
vauchement des résonances. Si 
l’oscillateur linéaire est soumis 


ce AE Le ol à l’action d’une force extérieure 
période lors de la variation du para- P (t) de période 2x/Q 
mètre C pour une application quadra- 


tique z+w! z = p(1), (5.8.9) 
on sait que l’équation homogène a pour solution 
Zo = À CoS (ot) + B sin (wt). (5.8.10} 


Si l’on développe la force extérieure p ({) en série de Fourier 


p (t) = = + D {a, cos (nQt) + b, sin (nQt)], 


n=1 


alors en développant en série de Fourier la solution particulière À. 
en a pour le #7-ième terme 
7, —.4n ces (nt) +8, sin (nt) (5.8.11) 
n = L 8. 


DE— n°Q° 


On obtient des résonances avec l’intensification d'oscillations à 
wo? & n°. Si, d’autre part, le système oscillant est non linéaire, la 
solution homogène (5.8.10) contient tous les harmoniques multiples 
de pulsation de base w,. Dans ce cas les résonances se produisent cha- 
que fois quand le rapport w,/Q est un nombre rationnel, i.e. on obtient. 
partout un système dense de résonances. Dans les systèmes non li- 
néaires la fréquence d’oscillations propre est la fonction de leur am- 
plitude et les effets de résonances provoquent précisément la modifi- 
cation de l’amplitude et, par conséquent, de la fréquence d'’oscilla- 
tions en violant par là même la rupture des conditions de résonances. 
Il en résulte que les petites valeurs des dénominateurs empêchant la 
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convergence des séries classiques au voisinage des résonances tradui- 
sent, naturellement, les effets physiques déterminés susceptibles des 
changements locaux du caractère des trajectoires de phase. 

De nombreuses études dans le domaine du chaos relatif aux systè- 
mes dynamiques ont pour objet les domaines des oscillations chao- 
tiques et périodiques (si celles-ci existent) dans les systèmes concrets 
rapportés à l’espace (au plan) de certains paramètres de commande. 
Leur but est de déterminer les régimes de fonctionnement normal des 
systèmes. Un autre objet de ces études est l'analyse de certaines parti- 
cularités caractérisant le passage au chaos s'appuyant sur la simula- 
tion mathématique visant à vérifier les résultats sur ordinateur. En- 
core un but de ces études c’est le traitement des caractéristiques des 


Fig. 5.51. Schéma d'un oscillateur d'auto-oscillations chaotiques (a) et caracté- 
ristique volt-ampère d'une diode à effet tunnel (b) 


oscillations chaotiques et de leur variation en fonction des paramè- 
tres du système ayant en vue d'utiliser ces systèmes en tant qu'oscil- 
lateurs de bruit. 

En guise d'exemple d'un oscillateur d’auto-oscillations chaoti- 
ques examinons l’oscillateur de bruit KPR (d’après les premières 
lettres des noms de ses auteurs: Kijachko, Pikovsky, Rabinovitch). 
L'oscillateur (fig. 5.51, a) représente un système auto-oscillant à un 
degré de liberté dont le circuit série comporte une diode à effet tun- 
nel avec une capacité C, en parallèle élevant le degré de liberté jus- 
qu’à 1,5. Les équations du mouvement d’un tel système auto-oscil- 
lant ont la forme 


z=y— 52, y= —z + 2yy+az+B, uz—z—f(z), (5.8.12) 


: Vo nt VLC . ] SAS ; 
— = Ci — —— 
Ÿ = IV (gL—CR), B— ET 1, p=—Ô D: a=1+$p—27y6. 
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La caractéristique volt-ampère de la diode à effet tunnel f (z) est 
approximée par une ligne en trait interrompu linéaire par morceaux, 
en forme de N montrée fig. 5.51, b. 

Si u << 1, tous les mouvements dans l’espace de phase de ce systè- 
me se composent de mouvements lents auxquels s'associent les trajec 


À d 
y 


Fig. 5.52. Espace de phase du système décrit par les équations (5.8.12) 


toires de phase situées sur la surface x = f (z) (dans les plans z — 
= —14,zx <1Â etz=1, z> — 1) et de mouvements rapides (le 
long des droites x = const, y = const). En d’autres mots, lorsque 
u — 0 l’espace de phase du système (5.8.12) dégénère en deux demi- 
plans chevauchant dans la bande —1 << x << 1 (fig. 5.52). Le passage 


V 


Fig. 5.53. Auto-oscillations chaotiques dans un oscillateur KPR 


du point figuratif de l’un d’eux à l’autre se produit suivant les droi- 
tes x = 1 et x — —1. Comme l’attracteur étrange l'exige. le systè- 
me possède trois états d'équilibre (l’un à l’origine des coordonnées 
et les deux autres se disposent symétriquement sur la surface des mou- 
vements lents), tous ces états étant instables. Du fait d’instabilité 
exponentielle du système, la dispersion dans les conditions initiales 
conduit aussi bien au déplacement des foyers instables qu’ à l’indé- 
termination dans la phase du passage d’un plan à un autre et, par 
conséquent, au nombre d’oscillations indéfini dans les trains de ten- 
sions produits par cet oscillateur (fig. 5.53). En effet, deux trajectoi- 


& 5.8] OSCILLATIONS CHAOTIQUES DANS LES SYSTBMES DYNAMIQUES 255 


res de phase aussi voisines que l’on veut l’une de l’autre ont, à l’appro- 
che du décollement de la surface des mouvements lents, des compor- 
tements tout à fait différents. Celles qui se situent à l’intérieur de la 
trajectoire tangente à la droite | x | — + 1 resteront sur la surface 
des movements lents et effectueront encore presqu’un tour, alors que 
les autres qui se trouvent à l’extérieur de cette trajectoire tangente, 
passent dans le voisinage de l’équilibre instable symétrique. 

On peut montrer que les valeurs de tension obtenues par cet oscil- 
Jateur aux instants discrets seront voisines de la suite de grandeurs 
aléatoires indépendantes. 

Auparavant, en étudiant plusieurs problèmes de l’action de la 
force extérieure sur les systèmes non linéaires oscillants et auto-oscil- 
lants ($$ 3.3 à 3.6, 4.5, 4.6, 5.6) on supposait que dans les systèmes 
envisagés seuls les mouvements strictement périodiques avec uni- 
ou bi-fréquence soient possibles. Or, il est clair que. premièrement, 
tous ces systèmes sont décrits par trois variables indépendantes (la 
troisième coordonnée est le temps) et, deuxièmement, sont non liné- 
aires. Ils’ ensuit alors que dans ces systèmes sous certaines conditions 
imposées à l’amplitude et à la fréquence de la force extérieure, au dé- 
crément d'amortissement (incrément d’ accroissement), au coefficient. 
de non-linéarité on peut s'attendre à l’apparition des oscillations 
chaotiques. 

On a déjà donné des exemples de tels systèmes: l’oscillateur pa- 
ramétrique basé sur l’effet de Josephson (5.8.1), l'oscillateur de Van 
der Pol avec sollicitation sinusoïdale extérieure (5.8.5), qui se carac- 
térisent tant par les domaines des oscillations périodiques que par 
ceux des oscillations chaotiques. 

Les oscillations chaotiques sont également propres aux systèmes. 
oscillants non linéaires soumis à l’action d’une force extérieure sinu- 
soïdale et dont les équations du mouvement en variables sans dimen- 
sion ont la forme 


x LOT x + 28 = p cos (wt), 
z+HIÜr+T— 2 = f COS (wt), (5.8.13) 
x + 2 Or — x + 28 = p cos (wt). 


Ces équations décrivent assez bien de nombreux systèmes radiophysi- 
ques, optiques et mécaniques tels que les résonateurs ferro-électri- 
ques et les circuits ferromagnétiques, l’interaction des charges liées. 
avec le champ de l’onde électromagnétique. l'écoulement du courant 
d'air autour des corps à formes obtuses (mal écoulés), etc. Les équa- 
tions (5.8.13) sont connues dans la littérature sous le nom d'équations. 
de Douffing. 

Pour étudier les systèmes oscillants soumis à une sollicitation pé- 
riodique (harmonique). en particulier, les systèmes décrits par les 
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équations (5.8.13), on utilise la méthode d'application de l’espace de 
phase sur lui-même dans une période T de la force extérieure (mé- 
thode stroboscopique) lorsque dans un plan sécant sont appliquées 


deux variables de phase x et x, ou bien l’une d'elles (fig. 5.54). 


Si la variation de x en fonction du temps t est strictement périodi- 
que de période 7, les points d’intersection des plans sécants avec les 
trajectoires ne changent pas de position. En cas de bifurcations de la 
période d’oscillations, la position des points d’intersection change, 
mais elles se reproduisent respectivement toutes les 27 (bifurcation 

de doublement de la période), 37 
(apparition du cycle à trois 
tours), 47 (multiplication de la 
période par 4), etc. Lorsque les 


47 eee dz,(é,+27)  oscillalions chaotiques apparais- 
Fr L sent dans le système, la position 
TN des points d’intersection de la 

trajectoire de phase avec les plans 

27 Donne À ze +7) sécants devient imprévisible. 
— = Cette méthode d'étude du carac- 
TN tère du mouvement est utilisée 

Fe ZE lors des expériences numériques 
RE 0) visant l’évolution du passage des 


oscillations périodiques de pério- 
de de base T à celles chaotiques. 
Une technique très répandue 
Fig. 5.54, Méthode d'application de  d° réPrésentations des résullals 
l'espace de phase bidimensionnel sur des études précédentes consiste, 
lui-même daus une période 7 de la en prenant le plan des parami- 
force extérieure tres (par exemple, de l’ amplitude 
p et de la pulsation w de la force 
extérieure), des domaines périodiques de période de base (le domaine 
du fonctionnement normal). des domaines des mouvements de bifur- 
cation et des domaines des oscillations chaotiques. 
Un tel plan de paramètres est illustré fig. 5.55 où sont représentés 
divers types de mouvements pour l'équation de Douffing de la forme 


x + 20c + x + 2° = p cos (wt) (20 — 0,1). Les points sur la figure 
traduisent les domaines des mouvements principaux périodiques de 
base T — 2x/w, les chiffres désignent les domaines des bifurcations 
de multiplication de la période (les chiffres indiquent la nouvelle pé- 
riode d’oscillations). et les croix figurent les zones d'oscillations chao- 
tiques. Nous attirons l'attention du lecteur sur l'image complexe de 
disposition des domaines à divers caractères du mouvement, ce qu'on 
observe pratiquement dans tous les systèmes chaotiques. L’ analyse 
de la fig. 5.5 montre également que le passage aux oscillations chao- 
tiques se produit par les bifurcations de multiplication de la période 
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divers caractères des mouvements pour un système d 


à 
par l'équation de Duffing de la forme 


z+H20rtr+r 


Fig. 5.55. Domaines 


l'apparition des oscillations chaotiques au moyen d’une séquence 


des bifurcations de multiplication de la période. 


d oscillations, ce qui confirme, en particulier, la justesse de la théo- 
rie « 
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CHAPITRE 6 


OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES LINÉAIRES 
À DEUX DEGRES DE LIBERTÉ 


$ 6.1. Oscillations propres du système à deux degrés 
de liberté 


Le nombre de degrés de liberté est défini comme nombre minimal 
de variables indépendantes nécessaire pour décrire les mouvements 
dans le système. En ce qui concerne les systèmes mécaniques. on peut 
le trouver comme un nombre minimal de points que l’on a à fixer afin 
d’arrêter le mouvement. Pour un circuit électrique l'équivalent de 
l'élément de fixation est la coupure du circuit si la variable indépen- 
dante est le courant et la fermeture du circuit si l’on choisit la ten- 
sion en variable indépendante. 

On doit se rendre bien compte que dans cette définition il s’agit 
non pas d'un système réel mais d'un modèle idéalisé de celui-ci. 
Pratiquement, tout système réel possède un nombre infini de degrés 
de liberté si l’on y fait l'inventaire de tous les mouvements possi- 
bles. Par exemple, un poids suspendu à un ressort peut être assimilé 
au système à un degré de liberté s’il n'effectue des oscillations que 
le long de l'axe du ressort. Mais ce même système possède déjà trois 
degrés de liberté vu les mouvements pendulaires dans deux plans. Si 
on prend en considération des oscillations possibles liées à la flexion 
du ressort le nombre de degrés de liberté devient infini. On peut en- 
core compter les oscillations élastiques du poids lui-même et même 
les vibrations des molécules dont celui-ci est constitué. 

Aussi, la détermination du nombre de degrés de liberté étant don- 
nés dans un système idéal dépend-t-il du caractère du mouvement de 
l’objet réel. On peut négliger en règle générale les degrés de liberté 
du système réel dont les fréquences diffèrent fortement de celles des 
oscillations à étudier. 

La plus grande difficulté dans toute étude physique réside dans 
le choix correct d’un système idéalisé valable pour une étude théori- 
que, c'est-à-dire qu’il soit assez simple et conserve en même temps les 
traits principaux propres à l’objet réel de départ. C’est l'expérience 
qui est le principal critère du choix correct du système idéalisé. 

De nombreux dispositifs réels mécaniques et électriques peuvent 
être assimilés aux systèmes à deux degrés de liberté. Parmi eux si- 
gnalons les circuits oscillants couplés utilisés dans la radiotechnique 
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en qualité de filtre à bande intégré aux amplificateurs paramétriques 
a deux circuits, etc. 

Le système à deux degrés de liberté peut être représenté comme 
deux systèmes isolés à un degré de liberté couplés entre eux. Leur 
couplage conduit à ce que les 
oscillations dans un système 
influencent celles dans l’autre 
et inversement. Les systèmes 
à un degré de liberté en les- 
quels peut se décomposer un 
système oscillant complexe sont | j 
dits partiels. Fig. 6.1. Schéma d’un circuit oscillant 

1j existe une règle générale électrique à deux degrés de liberté 
d'isolement des systèmes partiels. 

Un système partiel dont le comportement est décrit par la coordonnée 
généralisée s'obtient du système complet si l’on pose égales à zéro 
toutes les autres coordonnées. 


Les fréquences des oscillations 

ls L2 L2 libres des systèmes partiels isolés 

Cy C2 & sont dites fréquences partielles du 
système complet. 


La décomposition d'un systè- 
Ant A me complet en ceux partiels n’est 
7 £ pas univoque. les coordonnées 
Cy C2 = 2 6 : Lcd ? . 
| | indépendantes étant choisies de 


différentes manières. Ainsi, dans 
le circuit oscillant représenté 


ns Ls L2 fig. 6.1 ilest possible de choisir 
€ G Tl © comme coordonnées indépendan- 
| | tes toute paire de courants à, et 


5 is et à oui et i, et les 
Fig. 6.2. Diverses variantes de décom- systèmes partiels auront la forme 
position du système représenté sur la  jonnée fig. 6.2. Les fréquences 


fig. 6.1 en des systèmes partiels - : 
8 Y P partielles subissent des change- 
ments correspondants. 
Pour les coordonnées indépendantes i, et ÿ, elles sont égales à 
1 1 


VE, Van —— ; 
 V+lC VA: 


pour is et y, à 
Vs = —_— Va —= u 
= ss /— 
VLCiCaCi + Cr)”  * VL: 
pour i et is, à 
1 1 


V=— , Vo = ——_———_—— |, 
1 Vaacoto) 7 VL+L)C 
17% 
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Le caractère du couplage entre les systèmes partiels dépend lui aussi 
du choix des variables indépendantes. Sur la fig. 6.2, a, le couplage 
est inductif, 6.2, b, capacitif, 6.2, c, mixte. En tant que variables 
indépendantes dans le circuit de la fig. 6.1 on peut également choisir 
les tensions sur les condensateurs u, et u,. Dans ce cas, les systèmes 
partiels sont obtenus par court-circuitage des condensateurs C, et 
C:. Les pulsations partielles correspondantes sont égales à 


1 
2 Vo, 
VA VEilaCaEi + EL) 


Il est physiquement évident que le mouvement dans le système 
complet pour les conditions initiales données sera le mème, mais son 
écriture en différentes coordon- 
nées sera différente. 

Traitons des oscillations libres 
dans un système à deux degrés 
de liberté sur l’exemple classique 
de deux pendules reliés entre eux 
par un ressort et effectuant des 
oscillations dans le plan de la 
| figure (fig. 6.3). 

Fig. 6.3. Deux pendules couplés Si les angles d'écart des 
pendules par rapport à la position 

d'équilibre stable sont suffisamment petits (sin o = ®. 
cos ® & 1 — p°/2) les énergies cinétique et potentielle ont la forme 


Vs — 


Te ml + + maliqé, (6.1.1) 


1 1 1 
V=- milgp + + Mol: + + ka? (pi —P2)°, (6.1.2) 


où # est la raideur du ressort. Le dernier terme dans l'expression de 

l'énergie potentielle représente l'énergie du ressort comprimé. 
En vertu des expressions des énergies cinétique et potentielle 

écrivons les équations du mouvement du système (équations de La- 


grange) 


d ÔT OV are 
+0, s=—1,2, (6.1.3) 
dt ‘v, 0P; 
soit 
maliqi + miligqi— ka? (pe — p:) = 0, (6.1.4) 
malépe + MalagPe + ka? (Pa — Pi) = 0. (6.1.5) 


Dans (6.1.4) en posant @. — 0 on obtient l'équation des oscillations 
du premier système partiel à la pulsation partielle v, définie par la 
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relation 


: £ ka° : 
MT TmE: (6.1.6) 
A partir de (6.1.5) pour m, = 0 découle l'expression de la seconde 
pulsation partielle v, 


n | e e ° e ka” ka*? 
En introduisant les coefficients de couplage = ,m =, 


on confère aux équations des oscillations la forme 


Pi + VÉPi — Gipe = 0, Pa + VÉPa — Gps = 0. (6.1.8) 


On a obtenu ainsi le système des deux équations différentielles liné- 
aires du second ordre. Cherchons sa solution sous la forme 


p, = À cos (ot +), mm —= B cos (wf + 1}). (6.1.9) 
En portant (6.1.9) dans (6.1.8) on trouve 
— A + V4 — a, B = 0, — BB + VB — a, À = 0. (6.1.10) 


Ce système d'équations a une solution non triviale dans le seul cas où 
son déterminant est nul, i.e. si 


2 _ (m2 — 
Vi — 0 A 


—= 0, 


— Qs V5 — W? 
d’où l’on déduit l’équation à la pulsation w 
OÙ — (02 (v? + V5) + VIVS — aie = 0. (6.1.11) 


La résolution de cette équation bicarrée fournit deux pulsations pos- 
sibles du système w, et @:: 


OÙ =: +vi+iti- VV + douce |, (6.1.12) 


tft VER] (C1) 


Les pulsations w, et w, ne sont pas égales aux pulsations partielles 
v. et v,. et sont apelées pulsations propres ou normales du système. 
Les pulsations normales du système ne dépendent pas du choix des 
coordoonnées. Elles ne se définissent que par les propriétés du systè- 
me. 
Il vient des équations (6.1.10) le rapport des amplitudes B/A. A 
Ja pulsation o, il est égal à 

B vi — 0? 1 


FE = (vi + VV ace) = 2 (61.14) 


OR 
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La quantité x, est complètement définie par les paramètres du systé- 
me et est indépendante des conditions initiales. Elle s'appelle coej- 
ficient de répartition des amplitudes à la pulsation «. 

Ainsi donc, l’amplitude d’'oscillations d’un des pendules à la pul- 
salion «w, peut être arbitraire (elle est déterminée à partir des condi- 
tions initiales). L’amplitude d’oscillations du second pendule à la 
même pulsation se trouve constamment dans un rapport déterminé à 
l'amplitude d’oscillations du premier pendule. 

Trouvons mantenant »x,, coefficient de répartition des amplitudes 
à la pulsation o«, 

Os Œ1 


= TT ns 1 on VV + Aus | (6.1.15) 
La solution générale des équations (6.1.8) se met sous la forme 


P, = À, cos (ot +1) + 4, cos (œ@ot + V2), 
(G.1.16) 
Pa — #1A1 COS (out + V3) + #44 COS (œot + Vs). 


Les constantes À,,4,, WŸ,, #, sont définies par les conditions initia- 
les. Les relations (6.1.16) montrent que dans le cas général les oscil- 
lations de chaque pendule représentent la somme de deux oscilla- 
tions sinusoïdales de pulsations ow, et w..Si les pulsations ©, et w, sont 
voisines, les oscillations résultantes ont un caractère de battements. 

Par un choix spécial des conditions initiales on arrive à obtenir 
des oscillations sinusoïdales du système à la pulsation w, ou w:. Si, 
par exemple, à l'instant initial on écarte les pendules de telle maniè- 
re que le rapport entre leurs amplitudes est x, et les vitesses étaient 
nulles, le système oscillera à la pulsation w.. 

Si le rapport des écarts initiaux des pendules est %x, le sys- 
tème oscillera à la pulsation w:. 

Les relations (6.1.16) peuvent ètre considérées en tant que formu- 
Jes de transformation linéaire des coordonnées ®,, p, en coordonnées 
x et y où 


x = A, cos (out +), y —= À: cos (mot + V2). (G.1.17) 


Il est alors évident que chacune des nouvelles coordonnées zx et 
y effectue les oscillations sinusoïdales à la pulsation w, (ou w) quel- 
les que soient les conditions initiales. Les coordonnées x et y sont ap- 
pelées coordonnées normales du système. Les coordonnées , et 
sont liées aux coordonnées normales x et y par les relations 


MB=T+Y, Po = HT + Hoÿ. (6.1.18) 


On montre aisément sous forme générale que pour tout système 
à deux degré de liberté il est possible à l’aide d’une transformation 
linéaire de passer aux coordonnées normales, les équations d’oscilla- 
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tions en ces coordonnées ayant la forme 


z+owz=0, y + wy = 0. (6.1.19) 


Les équations du mouvement écrites en coordonnées normales se dis- 
tinguent par l'absence des termes responsables des couplages entre 
les systèmes. Respectivement, les expressions des énergies potentiel- 
le et cinétique rapportées aux coordonnées normales ne contiennent 
pas de termes de produits des coordonnées. 

Puisque chacune des coordonnées normales effectue une oscil- 
lation sinusoïdale à l’une des pulsations propres ces dernières sont 
souvent appelées pulsations nor- 
males du système. 

Etudions la variation des 
pulsations normales du système 
en fonction du rapport des pul- 
sations partielles des pendules. 
Pour fixer les idées supposons 
qu’une seule des fréquences par- 
tielles varie, v, par exemple. 
A l'aide de relations (6.1.12) et 
(6.1.13) on peut construire la 
courbe de variation des carrés des 1 
pulsations propres du système 
en fonction de vs (fig. 6.4) dite 
diagramme de Venn. On voit que 
quelle que soit v, les pulsations partielles se situent entre les pulsa- 
tions propres. Cette propriété est générale à tous les systèmes conser- 
vatifs à deux degrés de liberté. 

Analysons de la manière plus détaillée les cas limites des pulsa- 
tions partielles fortement distinctes vi vi, vi > vi et des pulsa- 
tions partielles égales v? = vi. 

A vi vi les pulsations des oscillations propres sont égales à 


2 V2 


Z 


Fig. 6.4. Diagramme de Venn 


ue, 


2 nn Xe O? & . 
o CR ae Ho vi + (6.1.20) 
Comme, d'habitude, &;a, & v5vi la pulsation &, est voisine de v, 
et la pulsation w,, de v,. À v5 5 v’ les pulsations normales sont égales 
à 


Us 
1 = ? 


&? & vi du à en 


(6.1.21) 


Dans le cas des pendules couplés la variation de v, à La pulsation 
v., constante se réalise en faisant varier la longueur du second pendu- 
le. Simultanément, il se produit la variation du coefficient de cou- 
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plage &.. Le cas limite v, — 0 correspond à l'augmentation de !, 
et à la diminution de &.. Lorsque L, — o on a 3 — 0, 2 —> vs. Un 
autre cas limite v, — oo a lieu lorsque L diminue. On peut montrer 
que lorsque L, —+ 0 on a &° —+ v? — & et w?—> v© + æ&. Si les pul- 
sations partielles des pendules sont égales les pulsations propres ont 
la forme 


D v— Va, @=v+V as. (6.1.22) 


Lorsque les masses des pendules sont égales, les relations (6.1.22) 
se trouvent simplifiées : 


w=E, oi. £ + (6.1.23) 


Donc, lorsque les pulsations oo . sont fortement distinctes 
les pulsations normales sont proches de celles partielles. À mesure 
que les pulsations partielles se rapprochent, les pulsations normales 
s'écartent des partielles. La plus 
erande distinction entre w et v 
s’observe au voisinage de l’éga- 
lité des pulsations partielles. 

Suivons maintenant le com- 
portement des coefficients de 
répartition des amplitudes x, et 
#%2 lors de la variation de la 
pulsation partielle v,. Etant 
donné que v, est constamment 
supérieure à œ, et inférieure à 
w il découle des relations (6.1.14) 
et (6.1.15) que %, est toujours 
supérieur à zéro, alors que x, est 
toujours inférieur à zéro. Pour 
Fig. 6.5. Variation des coefficients de cette raison les oscillations des 
répartition en foction des pulsations pendules à la pulsation w, se pro- 

partielles duisent toujours en phase (à la 

méme phase) alors que les oscil- 

lations à la pulsation w, sont toujours en opposition de phase. Sur la 
base des relations (6.1.14) et (6.1.15) on a construit sur la fig. 6.5 
la variation des coefficients de répartition des amplitudes selon les 
coordonnées 4, el x, en fonction de vi pour le cas m, — m,. Le coeffi- 
cient de répartition x, correspondant aux oscillations en phase pour 
Vo & V, est environ égal à vi/&,, i.e. dépasse de beaucoup l'unité. 
A mesure que v, augmente le coefficient x, diminue et à v: > v 
on a Xy © Ao/Vi, i.e. fortement inférieur à l’unité. Supposons que la 
variation de v, ne soit liée qu’à celle de la longueur du second pen- 
dule. Alors lorsque v, © v, la longueur du second pendule !, dépasse 
de beaucoup celle du premier /, et lorsque v, € v,, la longueur !, 
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est beaucoup plus grande que Z,. Dans ce cas l'amplitude des oscilla- 
lions en phase du pendule long, comme on le voit de la fig. 6.5, est. 
constamment supérieure à l'amplitude du pendule court. Cela est dü 
au fait que la pulsation propre des oscillations en phase w, est infé- 
rieure à la pulsation des oscillations en opposition de phase w. Il 
en résulte que l'énergie des oscillations en phase est essentiellement. 
concentrée dans le système partiel basse fréquence. Et au contraire, 
l'énergie des oscillations en opposition de phase est concentrée dans 
le système partiel haute pulsation, i.e. à la pulsation w,, le pendule 
plus court oscille avec l’amplitude plus grande. Conformément à cette 
assertion, | xX[&K1i, AUD ete | D 1 à v > v.. 

Si les pulsations partielles sont égales (v, = v,) les coefficients. 
de répartition sont égaux en valeurs absolues 


M _n/ me ne 
#i= PRET oo A ne (6.1.24) 


Si les pendules sont identiques (l, = L,, m, = m,) les coefficients 
de répartition sont en module égaux à l'unité. Cela signifie l'égalité 
des amplitudes d'oscillations des deux pendules aux deux fréquences 
propres. Si les systèmes sont non identiques (m, = m), les amplitu- 
des des oscillations sont différentes même si les fréquences partielles 
sont égales. Toutefois, à l'égalité des fréquences partielles les éner- 
gies sont réparties uniformément sur les coordonnées. 


$ 6.2. Couplage et degré de couplage 


Le coefficient de répartition x, caractérise l’amplitude relative 
d’oscillations du second pendule à la pulsation w,. Pour cette raison 
la condition x, € 1 montre que la partie principale d'énergie d’oscil- 
lations à la pulsation w, est concentrée dans le premier pendule. Cela 
signifie que le couplage physique entre les systèmes (leur interaction) 
est faible. Au cas où x, € 1 correspond toujours la condition | x | > 
5 1, c'est-à-dire que les oscillations de pulsation w, prédominent en 
seconde coordonnée. Le couplage physique faible entre les systèmes 
permet de considérer les oscillations dans les deux systèmes interdé- 
pendants comme oscillations propres d’un des systèmes partiels à 
urande amplitude excitant des oscillations faibles dans le second sys- 
tème. L. Mandelstam a introduit la notion de degré de couplage en- 
tre les systèmes partiels. On appelle degré de couplage la quantité 


2 Va: 
O = ——— "+ , .2.1 
Vi v | DE 
Cette expression dit que le degré de couplage se détermine non 
seulement par les coefficients de couplage mais aussi par le voisina- 
ge des valeurs des pulsations partielles. Si le degré de couplage est 
petit les pulsations propres sont voisines des pulsations partielles 
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correspondantes. Les formules (6.1.12) et (6.1.13) fournissent que 
dans le cas d’un degré de couplage faible on a os Æ V,, & = V 
pour v > v et os = Vas DE M Si ME Vo. 

En introduisant la grandeur « dans les expressions du coefficient 
de répartition (6.1.14) et (6.1.15) il vient que pour v, > v, 


T'ILVT a i-VHs | 
de AE ae ee, (6.2.2a) 


CA CA ü 
Pour v, << V: 


_47/ Ge VI+0o—1 ” & Vi+oi+1 
X1° V Du à | Xe | = EVE. (6.2.2b) 


Œ1 


Ainsi, pour chaque oscillation normale celui des pendules aura 
l'amplitude plus grande dont la pulsation partielle est voisine de la 
pulsation propre de l’oscillation envisagée. En cas d'égalité des pul- 
sations partielles le degré de couplage est grand mème pour de petits 
coefficients de couplage. Dans ce cas l’amplitude relative de chaque 
oscillation est la même dans les deux coordonnées. 

Il est également possible d'évaluer l'interaction entre les systè- 
mes partiels selon le degré de transmission de l'énergie d’un pendule 
à l’autre. Pour ce faire, traitons des oscillations des deux pendules 


couplés aux conditions initiales & — 0, @ = %o, q. 0; o; = 0, 
Pe — 0. En substituant ces conditions dans (6.1.16) on obtient 
A1 + A2 = Pos Ai%i + Aoke = 0, V1 = Ÿs = 0. 


Les oscillations des pendules seront décrites par les expressions 
suivantes 


D, = el %9 | COS (@,é) + x, cos (@it)], nié 
__ PoXr | Xe | … 
Perd. [cos (w,t) — cos (mit)]. 
Les oscillations du premier pendule peuvent se mettre sous la forme 
pilt)=A(t)cosloit—v(t)], : (6.2.4) 
où 
214\ — pa 2 1 .,2 : = 
A (t) — (1: Ka |%)° {Ki + HT 2%: Ko | cos [(@e O:) t]}, 
tg Y (t) — _ ET | sin [(@2 — @) t] 


X1+ | Xa | COs [(@2— ©) t] ” 


Si les pulsations ow, et w, ne sont pas trop éloignées l'une de l’au- 
tre, À (t) peut être envisagée comme une amplitude d'oscillations va- 
riant en fonction du temps. La période de variation d'amplitude est 
égale à 2r/(w62 — w,). La valeur maximale de l’amplitude est ®,, 
minimale os (x — | X2 | }/( | %2 | + %). Les oscillations du second 
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pendule représentent les battements de la forme suivante 


—o)t . (wo) t 
qe == es De L sin Leone sin Crest, (6.2.5) 
Si les pulsations partielles des pendules diffèrent fortement (faible 
degré de couplage) l’un des coefficients de répartition est beaucoup 
plus grand que le second. Soit x, > | x, | , par exemple; la valeur 
minimale de l’amplitude du premier pendule est approximativement 


Fig. 6.6. Oscillations des pendules couplés au couplage lâche 


-égale à pa (1 — 2 | x | /x), i.e. l'amplitude du premier pendule va- 
rie peu. L’amplitude maximale du second pendule dans ce cas est 
égale à 29, | x: | , i.e. beaucoup plus petite que celle du premier 
pendule (fig. 6.6). 
Donc, à un petit degré de couplage l'échange d'énergie entre les 
:systèmes partiels est infime. 
À mesure que %x, s'approche de | x, | la valeur minimale de À (+) 
-diminue, c’est-à-dire le pompage d'énergie du premier pendule au 
.Second augmente. 
Lorsque les pulsations partielles sont égales entre elles, v, — 
= Vo = V (ie. | x | = %x, = %«) les oscillations des pendules pren- 
nent la forme 
P1 = Pe COS se cos 1T 02)? en FT 
),.24.0 
Da = VoX sin La— 2? sin @itot 


La fig. 6.7 illustre les oscillations des pendules pour v, = v, — 
= v. Les deux pendules effectuent des battements dont l'enveloppe 
est décalée dans le temps de T/4, i.e. il se produit un pompage alter- 
natif d'énergie d’un pendule à l’autre. Dans le pompage complet 
. d'énergie réside précisément la signification physique du fort degré 
de couplage du système. L’échange d'énergie se produit indépendam- 
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ment du coefficient de couplage entre les systèmes. Toutefois le temps. 
+ de transmission d'énergie d’un pendule à l’autre dépend du coeffi- 
cient de couplage. Le temps T est égal à 
= mn EC ——— 9 
eo à a. (6.2.7) 
On voit donc que le temps de pompage d'énergie est inversement pro- 
portionnel au coefficient de couplage. 
Tout système réel se caractérise par l'amortissement à constante 
de temps T,. La présence d’un amortissement même petit est capable 


Fig. 6.7. Oscillations des pendules couplés au couplage fort 


de modifier profondément l'image des oscillations dans le système: 
à faible couplage et à haut degré de couplage, puisque les oscillations 
dans le premier pendule s’amortissent avant que le second pendule 
commence à osciller. 

Le haut degré de couplage dans le système ne se manifeste que dans. 
le cas où t<€ 7T,. Pour un amortissement connu du système cette con- 
dition impose des restrictions sur le couplage minimal qui assure une: 
forte interaction entre deux systèmes. 

Les forces de frottement modifient l’image des oscillations propres 
dans le système à deux degrés de liberté. Les équations de Lagrange 
pour le système avec les pertes ont la forme 
d (—) OV 0D 


‘dt : ôzx 0zy  ? i=1, 2, 
ôz; i Ë 


où O est la fonction de dissipation. Si les pendules effectuent des os- 
cillations avec de petites amplitudes dans un milieu doté de frotte- 


ment visqueux la fonction de dissipation revêt la forme ® = ÿ'6,7! 
où 6, sont les coefficients d'amortissement partiels. Dans ce cas les. 
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équations des oscillations des pendules s’écrivent sous la forme 


qi+ 20; 1 + ViPi — Lie = 0, @ + 26,» + ViPe — api = 0, (6.2.8) 


où 6,, 6, sont les coefficients d'amortissement partiels appelés ainsi 
par analogie avec le cas des systèmes à un degré de liberté. 
En résolvant ces équations on obtient 


Pi = Aie “it cos (w,t + 1.) + Ase-Vst cos (out + Un), 0 
Pa = Xidie- rl cos (@it + Y3 + X1) + Se 
+ %o496 at COS (Wat + Va + Le). 


Dans ce cas l’oscillation de chaque pendule représente la somme de 
deux oscillations amorties, l'amortissement de chaque oscillation 
normale étant caractérisé par un coefficient d'amortissement déter- 
miné, 6, ou 6,. On peut montrer que les pulsations propres w, et w: 
et les coefficients de répartition x, et x, coïncident aux termes en 
ô?/w1 près, avec les pulsations propres et les coefficients de répartition 
dans le système conservatif. Pour cette raison dans le cas des syste- 
mes à faibles pertes on peut se servir des valeurs de w et de x calculées 
à l’aide des formules (6.1.12) à (6.1.15). 

Les oscillations dans le système à amortissement se distinguent 
par le déphasage des oscillations d’une même pulsation pour les pen- 
dules différents. Ces déphasages (x, et x. dans (6.2.9)) dépendent des 
paramètres du système. Ils sont proportionnels aux coefficients 
d'amortissement. 


$ 6.3. Oscillations forcées dans les systèmes 
à deux degrés de liberté 


Considérons les oscillations forcées dans un système contenant 
deux circuits oscillants couplés par inductance, l’un d'eux comportant 
une f.é.m. extérieure & (t) (fig. 6.8). Ecrivons les équations d'’oscil- 
Jations pour ces circuits en négligeant d'abord l'amortissement : 


| . di dia 

7 - l: dt+L, — 1 = € + M—= ? 

: 4 . (6.3.1) 
T, \ lo dt+ L, — M — FA , 


où i,. & sont des courants dans les circuits, L,, L,, C;, C:, les induc- 
lances et capacités des circuits. Pour le système linéaire le principe 
«le superposition est valable, aussi est-il suffisant de considérer l’ac- 
Lion sur le système d’une force extérieure sinusoïdale & ({) — 

= € cos (pt). Dans ce cas les équations d'oscillations des courants 
acquièrent la forme 


il + Viii — Gi — — sin (pt), i 


+ Vie — Goiy = — (0, (6.3.2) 
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1 1 M M 
2 2 0 
NE EN SS ns = 9 
LT pos 2 TC ” œ Li La La (6.3.2a}) 
Les oscillations dans le système se composent de celles propres aux 
pulsations w, et w, et des oscillations forcées à la pulsation de la for- 
ce extérieure D. 

L'équation aux pulsations propres a la forme 

OÙ (1 —aie) — @? (v? + vi) +vivi = 0. 

Les coefficients de répartition x, et x, sont respectivement égaux à. 
M = — QG; (Vvs — Of), à = 1, 2. Cherchons les solutions des équa- 
lions (6.3.2) pour les oscillations 
forcées sous la forme 


ii = Z,sin (pt), ii; = 1, Sin (pt). 


En substituant la forme cherchée: 

dans (6.3.2) on obtient les équa- 

Fig. 6.8. Schéma des circuits couplés tions par rapport aux ampli- 
soumis à l’action extérieure tudes L: I. : 


Gp) top — 2, (vi — p°) L+@p°l:=0, (6.3.3) 


d'où Z:=— @p?213/(v°— p°?). Le rapport des amplitudes JZ, et 7, obtenu 
pour la pulsation p = &, coïncide avec x, coefficient de pulsation wi; 
à la pulsation p = w, le rapport des amplitudes est égal à %.. Ainsi, 
le rapport d’amplitudes des oscillations forcées dans les circuits coin- 
cide avec celui aux oscillations propres (à la pulsation correspondan- 
te). En substituant la valeur trouvée de 7, dans la première équation 
(6.3.3) on obtient des expressions pour les amplitudes Z, et Z,: 


Ï,; es 6oP (vi — pi) 
La ((V$— p°) (V3— p°)— œixpt] ? 
» 1 RE (6.3.4) 


80 Lili —p?) (V3 —p')— mp] | 
La fig. 6.9 donne les variations de Z, et 7, en fonction de la pulsation 
de la force excitatrice p. Aux points p — «, et p — w, les amplitu- 
des deviennent infiniment grandes. Donc, dans le système à deux de- 
grés de liberté l'augmentation de résonance de l'amplitude des oscil- 
lations se produit sur les deux pulsations propres du système. Lors- 
que p «<X vo, à et à effectuent des oscillations en opposition de phase 
et lorsque p > v,, en phase. Le point p = v, a ceci de particulier 
que /, s'y annule, i.e. il se produit l’amortissement des oscillations 
dans le circuit où agit la force extérieure. Dans le second circuit les 
ascillations ne s’annulent à aucune p finie. Dars le cas général, la 
pulsation d'amortissement dépend de la branche du circuit comple- 
xe où est branchée la f.é.m. extérieure. Elle est toujours égale à la 
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pulsation partielle du circuit obtenu lorsqu'on coupe le circuit au 
point de branchement de la f.é.m. 

Essayons d’établir la cause physique de l’absence d'’oscillations. 
dans le premier circuit à p = v.,. Pour ce faire calculons la f.é6.m. 


PL 


æ 
DSP TL LA 
_.….— 
_ 
_ 


4" 
06 


70 


Gy/?? g o/Â}, Léa à 


Fig. 6.9. Variation de Z, et de Z, pour Fig. 6.10. Courbes de résonance d'un: 

un système conservatif à deux degrés système dissipatif à deux degrés de- 

de liberté en fonction de la pulsation liberté «aa — 0, 1, vi/ve — 0,87 
de la force extérieure 


induite dans le premier circuit à cette pulsation par les oscillations. 
du second circuit: 

En = M LE = Mpl, cos (pt) —& cos (vit). (6.3.5): 
On voit que &,, compense exactement la f.é.m. extérieure. Pour cet- 
te raison les oscillations forcées à la pulsation v, ne se produisent 
pas dans le premier circuit. 

En pratique, on applique largement l’amortissement des oscilla- 
Lions indésirables dans le circuit soumis à une force extérieure d’une: 
pulsation déterminée en utilisant un circuit supplémentaire accordé: 
sur cette pulsation. Ce principe est mis à profit dans la construction 
des bouchons accordés sur la fréquence intermédiaire des récepteurs. 
radio, des amortisseurs mécaniques des vibrations des arbres, e tc. 

Les amplitudes de résonance deviennent finies vu l’amortisse- 
ment dans les circuits lors des oscillations forcées. Lorsque p = v2. 
l'amplitude d’oscillations dans le premier circuit ne s'annule pas si 
l’on tient compte de l’amortissement. Il en résulte que l’amortisse- 
ment dans un système avec pertes n’est jamais complet. Toutefois,. 
la décroissance d'amplitude d’oscillation à la pulsation v, à faible 
amortissement est bien notable. Sur la fig. 6.10 est donnée la courbe: 
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de résonance dans le premier circuit en présence des pertes pour deux 
valeurs des décrémenrts d’amortissement. La courbe en trait interrom- 
pu traduit le cas de petites pertes: ®, — ®, — 0,01 où Ÿ; = R;/pL,; 
à = 1,2. La courbe pleine se rapporte aux grandes pertes: Ÿ, — 
—= Ÿ, — 0,1. Dans ce cas on n’observe pratiquement pas l'effet 
d'amortissement. 

L'augmentation des pertes conduit la diminution de l'amplitude 
d'oscillations au voisinage de la résonance et à l'élargissement de la 
courbe de résonance. Lorsque les pulsations «, et w, sont suffisam- 
ment voisines les pertes sont susceptibles de transformer la courbe de 
résonance en celle à une bosse en réduisant complètement le creux 
entre les fréquences. 

Le problème sur les oscillations forcées dans un système dissipa- 
tif à deux degrés de liberté se laisse aisément résoudre par la méthode 
des amplitudes complexes. Les équations reliant les amplitudes 
complexes des courants Z, et Z, aux paramètres des circuits et à l'am- 
plitude de la force électromotrice &, ont la forme 


Co= li [AR + j (pli) | ip, 
0=12[ Re+) (PL) ]+ip Mn, 


où RÀ,, R, sont les résistances des circuits. En éliminant 7, de la se- 
conde équation il vient 


So = 11 (Roquiv + JX équiv) (6.3.7) 
où 
p°M° 
Réquiv = R1 + Re RTL PC * 


1 p°M® Î 
Heu (PL) rome (PL 5e). 


Ainsi le système de deux circuits couplés par inductance est réduit 
à un seul circuit possédant une résistance morte Réquiv et une réactan- 
Ce Xéquiv. Le circuit est soumis à l’action de la f.é.m. &,, il est 
parcouru par le courant d’amplitude 7;. 

La condition de résonance dans un tel circuit se ramène à l’annu- 
lation de Xéquivs ie. 


ZX équiv = 0. (6.3.8) 


Introduisons les désaccords relatifs A, — 1 — vi/p°, À, = 1 — v°/p° 
et les décréments d'amortissement partiels ÿ, — RilpL: et À, — 
= R,/pL,. Compte tenu de (6.3.2a) la condition de résorance sera 


A,82 + AA, — a A = 0. (6.3.9) 
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Dans le cas des pulsations partielles des circuits identiques v, -- 
— V, = V les désaccords sont égaux d’où l’on obtient 


À (4° + 95 — œiz) = 0. (6.3. 10) 
A cette équation satisfont trois valeurs de A: 
A1=0, Arr, 1 = + VW œe — 0, (6.3.11) 


d’où l’on trouve trois valeurs de la pulsation de la force extérieure 
lorsque X équiv — 0 
V 


vV 
= YV, a ——., on —————…———— 6.3.12) 
DO POV Vent VE Vans 


Si l’amortissement du second circuit est assez grand il existe l'uni- 
que pulsation de résonance p = v. Le système à deux degrés de li- 


L/Tue 


1173 
/ 


Fig. 6.11. Courbes de résonance des deux circuits couplés de pulsations égales au 
cocfficient de couplage inférieur au critique (7) voisin du critique (2) et supérieur 
au critique (3) 


berté se comporte dans ce cas comme un système à un degré de liber- 
té. Pour a,a«, >> Ÿ° il existe trois valeurs de la pulsatior p qui satis- 
font à la condition (6.3.8). Aux pulsations p, et p; l'amplitude du ceu- 
rant atteint les valeurs maximales et à la pulsation p, = v. l'amp- 
litude est mirimale. Ce minimum est d'autant plus profond que le 


dépassement du coefficient de couplage V” &,«. sur le décrément d'a- 
mortissemert du second circuit est plus grand (fig. 6.11). Le coef- 
ficient de couplage tel que a,a, = est dit critique. 

La réponse amplitude-pulsation des deux circuits couplés au cou- 
plage critique a un sommet plat et des flancs plus raides que ceux 
du circuit unique. Pour cette raison un tel système est utilisé dans la 
radiotechnique en tant qu'un filtre à bande. 

Considérons maintenant les particularités des oscillations forcées 
dans un système à deux circuits non amortis dans lesquels agissent 


18—747 
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simultanément deux f.é.m. extérieures (fig. 6.12). Les équations : des 
oscillations pour'les cotirants Dene: ces circuits ont la forme 


iv th — Gale = 6 1/La, Et ho aais = Pl La. (6.3.13) 


Si les f.é.m. extérieures agissent sur une même pulsation et sont en 
phase, ie. €, = 19 COS (pt), x — E20 COS (pt) les amplitudes des 


courants J, et:7, sont égales à 


ps np (= Ven 
LaLa [(V?— p°?) (V3— p°) — œiaept] ? 
| _ a : P°) ( ms Ki. 2P4] (6.3.14) 
L 1620P (Vi — p°) — ME10P° 


0 Lila (POV PT) — Gp] 


Il ous: des relations (6.3. 14) deux conclusions in téressantes. Pre; 
mièrement. c'est le principe de réciprocité qui dans notre cas s'an- 
nonce ainsi : l’amplitude d'oscil- 
lations forcées dans le second 
circuit, induiles par une f.é.m. 
intercalée dans le premier circuit, 
est égale à l’amplitude d’oscil- 
lations dans le premier circuit 
si l’on branche la même f.é.m. 
Fig. 6.12. Schéma des circuits couplés UT le second circuit. Le principe 
aux f.é.m. extérieures dans les deux de réciprocité est valable grâce 
circuits à la linéarité du système. L'une 
des manifestations du principe 
de réciprocité consiste en ce que les diagrammes de rayon- 
nemert de l’antenne travaillant à l’émission et à la réception sont 
identiques, ce que l’on utilise largement dans la pratique. La secon- 
de particularité des oscillations forcécs dans lé système à deux degrés 
de liberté consiste en ce qu’à une certaine relation entre les amplitu- 
des des f.é.m. extérieures C0. et 9 il n’y aura pas de résonance mé- 
me dans le cas où p est égale à w, ou à w,. Elle est absente si dans les 
expressions (6.3.14) à p — &w, où p — w, s’annulent simultanément 
et les numérateurs et Îles dénominateurs. 
‘Supposons, par exemple, qu'à la pulsation p = & le numéra- 
teur de 7, s’annule. Cela est possible si la relation suivante entre 
Con et Bi a lieu 


EalE = (0er. | (6.3.5) 


En substituant (6.3.15) dans l’ expression de Z, (6. 3.14) on obtient 
que le numérateur de cette expression lui-même est aussi égal à zé- 
ro, d’où il vient que si la condition (6.3.15) est remplie, les numéra- 
teurs et les dénominateurs de (6.3.14) représentent des quantités 
infiniment petites du même ordre. si bien que les amplitudes d’oscil- 
lations . dans.les deux circuits restent finies malgré la présence des 


& : 
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forces extérieures de la pulsation. de résonance. Le second membre de 
la relation (6.3.15) est égal à — 1/x, où x, est le coefficient de répar- 
tition des amplitudes d’oscillations propres à la pulsation w,. Pour 
cette raison (6.3.15) peut être mise sous la forme 


AËio + BE = 0 (6.3.16) 


où À et Z sont des amplitudes d'oscillations propres des circuits à la 
pulsation &w,. La condition (6.3.16) est dite condition d’orthogonali- 
té de la force extérieure à l’oscillation propre de pulsation «,. 
L’orthogonalité de la force extérieure à l’oscillation propre signifie 
physiquement que le travail de la force extérieure dans le premier sys- 
tème est égal et de signe contraire au travail de la force dans le se- 
cond système partiel. Le travail total de la force extérieure étant nul, 
il s'ensuit que l’amplitude d'oscillations du système ne croît pas. 
Si, par exemple, deux pendules identiques couplés sont soumis à 
l’action de deux forces extérieures égales mais en opposition de pha- 
se à la pulsation w, correspondant aux oscillations en phase du systè- 
meil ne s’y produira pas d’intensification de résonance des oscilla- 
tions. Au contraire, deux forces égales, en phase, sont incapables 
d’exciter des oscillations en opposition de phase à la pulsation w:. 
On peut utiliser l’orthogonalité de la force extérieure à l'’oscillation 


propre dans le but d’éviter la résonance indésirable à une des fré- 
quences normales. 


CHAPITRE 7 


SYSTÈMES PARAMEÉTRIQUES ET AUTO-OSCILLANTS 
À DEUX DEGRÉS DE LIBERTÉ 


$ 7.1. Amplification paramétrique dans un système 
à deux circuits 


L'utilisation des systèmes oscillants à deux degrés de liberté amé- 
liore sensiblement les caractéristiques des dispositifs paramétriques. 
Dans la pratique, on utilise des amplificateurs, oscillateurs et démul- 
tiplicateurs de fréquence paramétriques à deux circuits. Le défaut 
d’un amplificateur paramétrique à un circuit en régime cohérent con- 
siste en ce qu’il est nécessaire de remplir certaines relations de fré- 
quence et de phase ertre le signal 
de pompage et le signal à ampli- 
fier. En régime d'amplification 
incohérent les relations de phase 
perdent leur signification et les 
déformations du signal à am- 
plifier deviennent foncièrement 
Fig. 7.1. Schéma de principe d'un inévitables. Cela est dû au fait 
amplificateur paramétrique à deux que dans la bande passante du 

circuits circuit de l’amplificateur pénè- 
trent deux pulsations: celle du 
signal w, et celle différentielle ©, — w, où &w, est la pulsation de 
pompage. Les oscillations dans le circuit représentent les battements 
de ces deux pulsations voisines. Si l’on introduit un circuit supplé- 
mentaire accordé sur la pulsation ©; — w, — « alors, si le facteur 
de qualité des circuits est assez bon, le premier d'eux sera le siège 
des oscillations harmoniques à la pulsation w, et le circuit supplé- 
mentaire, le siège d'oscillations harmoniques à la pulsation w, — 
— w,. Un tel système de deux circuits couplés par une capacité va- 
riable dans le temps représente un amplificateur paramétrique à deux 
circuils (fig. 7.1). 

Dans l’amplificateur paramétrique à deux circuits les relations 
de phase entre le signal et le pompage n’influent pas car la fréquen- 
ce el la phase d’oscillations dans le second circuit s’établissent auto- 
matiquement de façon à assurer le gain maximal dans le système. 
L'établissement automatique des fréquences et de la phase optimales 
de l’oscillation supplémentaire représente l’ avantage le plus impor- 
tant de l’amplificateur paramétrique à deux circuits. 
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Tout comme un amplificateur paramétrique à un circuit, celui 
à deux circuits de pulsation du pompage w, égale à la somme des pul- 
sations wo, et w, est régénérateur, ce qui signifie qu’une partie d'’éner- 
gie de pompage se transforme en énergie oscillatoire de pulsation du 
signal. Par ailleurs, une partie d'énergie de l’oscillateur de pompage 
est fournie dans le second circuit. 

Outre l’amplificateur paramétrique à circuit supplémentaire ac- 
cordé sur une pulsation ©, — e il est possible de créer un amplifica- 
teur à circuit supplémentaire accordé sur la pulsation ©, + w.. 
Voici les considérations d'ordre qualitatif permettant d'expliquer 
la possibilité d'amplification dans tel système. Si une capacité va- 
riable dans le temps C (t) — C, [1 + m cos (w;t)] est attaquée par 
la tension du signal u, = u, cos (w,t + (4) l’intensité parcourant la 
capacité est 


d 
i = = Col _. [(4+ m cos (w,t)) cos (œ@1t + p)] = 
= — Couo {on sin (wst + ç) ++ m (0 — 0) sin [op — 0) 4 —1+ 
++ m (@p+ 0) sin [(w,+ 0) +9} , 


i.e. le spectre de l'intensité comporte des composantes aux pulsations 
O, Op + M: @©p — w,. Les amplitudes des courants de toutes les 
composantes sont proportionnelles à leurs fréquences. Si le second cir- 
cuit est accordé sur la pulsation w, + «w,. l'énergie dégagée dans 
le second circuit dépasse l’énergie du signal d'entrée à une amplitude 
de pompage convenable. Le système se met à fonctionner comme un 
amplificateur paramétrique non régénérateur. L’amplification dans 
ce cas s’accompagne de la conversion de fréquence du signal vers le 
haut. 

Dans les montages pratiques des amplificateurs et oscillateurs 
paramétriques à deux circuits le mécanisme paramétrique de l’ap- 
port d'énergie se réalise ordinairement à l’aide d’un oscillateur de 
pompage monté en série avec l’élément actif non linéaire ($ 4.6). 

Le schéma de principe d’un amplificateur paramétrique à deux 
circuits avec l’oscillateur de pompage et la capacité non linéaire est 
donné fig. 7.2. L’amplificateur est composé de deux circuits (L;, 
Ci, R,)et (L;:, C2, R)) reliés par la capacité non linéaire C. Le schéma 
contient une source de pompage de tension u, et un générateur de si- 
gnal caractérisé par le courant i, et la résistance interne R;. La 
résistance morte totale du premier circuit 

R,= Re . 
1 Î 
Soit &,, la pulsation du signal à amplifier et ©, la pulsation de pom- 
page. Pour que l’amplificateur fonctionne il faut que son premier cir- 
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cuit soit accordé sur la pulsation voisine de celle du signal ; le second 
circuit est accordé sur la pulsation voisine de «, qui est égale à 
Op — Wi OÙ &p + &. Les régimes de fonctionnement de l’amplifica- 
teur paramétrique dans ces deux cas s'avèrent différents. Générale- 
ment, dans les amplificateurs paramétriques à deux circuits les pul- 
sations partielles de ceux-ci v, et v, sont éloignées l’une de l'autre, 
i.e. le degré de couplage est faible. De sorte que les pulsations pro- 
pres du système sont voisines de celles partielles, o1Æ v1, © Æ 
2 V+. Les coefficients de répartition sont très inférieurs à l'unité. 
_ À un facteur de qualité assez élevée des circuits les résistances de 
chaque circuit pour les fréquences éloignées de sa fréquence partielle 


Pie 7. 2. Schéma d'un amplificateur paramétrique à deux circuits à oscillateur 
de pompage et avec une capacité non linéaire. 


sont pratiquement nulles (3.1.7). Donc, le circuit représente une char- 
ge active seulement dans un petit domaine de fréquences au voisinage 
de sa fréquence partielle. Dans le montage envisagé dans le circuit 
principal la puissance active ne peut être dégagée qu'à la pulsation 
w, et dans le circuit supplémentaire, à l’une des pulsations w,; — 
—= &©p + &,. Les courants des autres fréquences de combinaison 
peuvent être négligés. Ainsi, dans le montage étudié il convient de 
ne considérer que les courants et les tensions aux pulsations uw, 


©, et w,. Pour les pulsations w, et &w, écrivors les équations d’cscil- 
lations suivantes 


1 U du _; _ dgc 
7, | our HOUSE TT arr L, (7.1.1) 
. | 2 de _ dqc a 
* Le \ Uo dt+ FR: +2 — "dd Fr 


ici u, sont les tensions sur le premier et le second circuits, gcluw,r la 


composante de la charge sur la capacité C de pulsation w:;. 
Supposons que la charge qg< sur la capacité non linéaire varie en 
fonction de la tension à ses armatures selon 


Qc = Couc +'au, (7.1.2) 
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où C, est la composante constante de la capacité et &, le coefficient 
de non-linéarité. La tension uc est évidemment égale à 


Uc = U + Up — Us (7.1.3) 


U — À; Co (ot + Vu), Us — A2 cos (ot + V2): 
Up = À) cos (W)t). 


En substituant ces expressions dans (7.1.2) on obtient pour les com- 
posantes de la charge sur la capacité C aux pulsations w, et w, les 
relations 


A 


4c ler = CA; cos (ait +" Ÿ1) — GA A) cos (ot + Vs), 


| _ | 2 ns (7.1.4) 
Qc lus = — CoÀ2 cos (@aet + 2) + GA» 4h COS (et + Yi). 


Ici, le signe plus correspond au cas w, = w, + @, et le signe moins, 
AU CAS We = Op — ” 

Substituons les valeurs obtenues de gc lu, dans. les équations 
d'oscillations (7.1.1) et posons que i, = Z cos (ot + œ): 


[ rs — (Ci + Ci) o! | À; sin (ot + V1) + cos (ot + Ÿ:) _ 


= I cos (oit+p)—aA,Aça, sin (uit + V2), (7.1.5) 


[-- — (Ca + Co) o, | A, Sin (@ot + Ve) + _ cos (@ot + 1e) — 


= —aA;Ajo, sin (@st +). (7.1.6) 


Introduisons les pulsations partielles v, et v,, les facteurs de qua- 
lité Q, et Q, et les désaccords 1, et n, des circuits de l'amplificateur 


= AV Li(Ci+Co), Va = UV Li(Co+ Co), Qi= GiR1 (C1 + Co), 
Qa= Dihe (Ca + Co) M = (Vi —-oi)/ot, nm = (vi —o!)/0;. 
Ces désignations confèrent à (7.1.5) La forme 
Qiidisin (ot + 11) + À, cos (@1i + 4h) = 
= ÎR, cos (o@,t + op) —aA,R;4, sin (@,t + Ye). 


La relation obtenue doit être satisfaite à tout instant, aussi conyient- 
il d’égaler .terme à terme les coefficients devant cos (ot + 1) et 
sin .(@if + V1) dans les deux membres. Après les transformations 


280 SYSTEMES PARAMETRIQUES ET AUTO-OSCILLANTS [CH. 7 


trigonométriques simples du second membre de (7.1.5), il vient 
Qini41 = —ZR; sin (g—1;) — cu RiA3Ap cos (1 F2), (7.1.7) 
A, =1IR;cos(p—,)+aw,R,4,4,sin(p; F2). (7.1.8) 


De la manière analogue, (7.1.6) fournit 


Q242 = — cu R;A1Ap cos (Ÿ: F V1), (7.1.9) 
A, = 00 RA1Ap Sin (Ve F Vi). (7.1.10) 
Les relations (7.1.9) et (7.1.10) donnent 
sin (eh) , cos (hs F W)— Tv 


La somme des carrés des premiers membres de ces égalités étant égale 
à l'unité il vient 


Ata2w2 242 
A! — QE (7.1.11) 


En substituant dans (7.1.7) et (7.1.8) les expressions de sin (ÿ1 F Ÿ2) 
et de cos (1, Æ 12) on obtient les relations suivantes 
&1AR Aÿ 2 
Qin141 — ss = — LR, sin (q— #1), 
@y R143 


Ai + GeR3A, = LR; cos (p — 11). 


Elevons au carré les premiers et les seconds membres de ces expres- 
sions et additionnons membre à membre, puis au lieu de 4° met- 
tons son expression de (7.1.11). Il en résulte l'expression pour l’am- 
plitude d'’oscillations dans le premier circuit en fonction des para- 
mètres de l’amplificateur 


2 __ 22 aw0,R,R;Ap 2 
Ai BR [ (12 SE) + 


aw10sR 1 R3APQ sn 2 271 
+ (Oum — ÉÉESR ) | . (7.1.12) 
L’ expression obtenue nous renseigne sur ce que l'amplitude de l’am- 
plificateur paramétrique au pompage basse fréquence (wo, = ©2 — 
— «w,) se distingue sensiblement de celle de 1 amplificateur au pom- 
page haute fréquence (w©, = 1 + w2). Considérons maintenant sé- 
parément chacun de ces types d’amplificateurs. 

Amplificateur au pompage basse fréquence. Le signal maximal 
dans cet amplificateur est atteint à l’accord exact des circuits (n, — 
= 1} = 0). Dans ce cas les amplitudes d'’oscillations dans le pre- 


& 7.1] AMPLIFICATION PARAMBTRIQUE DANS UN SYSTÈME 281 


mier et dans le second circuits sont égales respectivement 


R 220 RaADTR 
Ag — "Ti —, Ag = ER (7.1.13) 
1+a00:R1R2A4p 1+aow3R; R2A4p 


La fig. 7.3 donne la variation de 4, et de 4, en fonction de 4, 
à l’accord exact des circuits de l’amplificateur. On voit de la figure 
que l’amplitude d'oscillations dans le premier circuit diminue de fa- 
con monotone à mesure que l’amplitude de pompage augmente. De 
sorte que dans ce cas le premier circuit ne conduit pas à l’amplifica- 
tion du signal. D’autre part, l’amplitude d'oscillations dans le cir- 
cuit supplémentaire proportionnelle à l’amplitude du signal d’en- 
trée à Ap << Àp. opt croit avec l'accroissement de 4,,. Il s’ensuit que 


A52 


À; A; 


A p.op1. Apr 


Fig. 7.3. Variat ion des amplitudes 4, et À, en fonction de l'amplitude de pom- 
page AD au calage précis des circuits de l'amplificateur 


le système est susceptible d’amplifier avec la conversion de la fré- 
quence vers le haut, si l’on prend comme signal de sortie les oscilla- 
tions dans le second circuit de l’amplificateur. Un tel amplificateur 
est un amplificateur paramétrique non régénérateur avecconversion 
de fréquence vers le haut. Déterminons-en le gain en puissance. On 
entend par le gain en puissance le rapport de la puissance à la sortie 
de l’amplificateur à la puissance du signal d’entrée dégagée dans une 
charge adaptée. Le générateur du signal d’entrée délivrant le courant. 
d'amplitude 7 et ayant une résistance intérieure À; fournit dans la 
charge adaptée une puissance 


P, = I'R;l8. (7.1.14) 


La puissance à la sortie de l’amplificateur (dans le second circuit) 
est égale à 


A? a2]2R3R,AÎ0? 
Di ee CPR AE (7.1.15) 
FU 2e 2{i+a2R,R Aou)? 


Cette quantité atteint sa valeur maximale P sort max à l'amplitude de 


pompage maximale, Aiopt = 1/4*R,R:w,w,. Dans ce cas Psort max = 
— Î*R1@2/8w,. Pour cette; raison le gain en puissance de l’amplifica- 
teur s’écrira sous la forme Port max/P, = Riw2/R;w,. Si les pertes 
dans le premier circuit sont suffisamment petites et R, € R;, alors 
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R, = R;et le gain maximal d’un amplificateur paramétrique non 
régénérateur à deux circuits est égal au rapport de la pulsation de sor- 
tie w, à la pulsation du signal d’entrée «, : 


P 


sort. max __ Gr , 
NÉE &, . (7.1.16) 


Eclaircissons la signification de la relation obtenue. Puisque la puis- 
sance du signal d'entrée à la pulsation w, est égale à P,,:, alors le 
nombre total de quanta d’ énergie V attaquant l'entrée de l’amplifica- 
teur est égal à N = P,,r/ho,. Le quantum de pulsation w, surgit à 
la suite de l’addition du quantum d'entrée ct de celui de pompage, 
fo = Ro + Asp. 

” Ainsi, le nombre de quanta à la sortie du système W,crt ne peut 
pas dépasser le nombre de quanta à l'entrée. Dans le cas optimal, 
Nent — “Vsorts i-€. 

P sort/O3 = Pent/0. 


D'où il découle immédiatement la relation (7.1.16). 

L' amplificateur non régénérateur —. convertisseur de fréquence — 
possède un gain stable et un bas niveau de bruits. Cela est dû à ce 
que l'amplification en puissance se produit dans ce cas sans modifi- 
<ation du nombre de quanta et uniquement par suite de la variation 
de leur fréquence. 

La relation (7.1.12) permet de déterminer la bande de fréquence 
de l’amplificateur paramétrique non régénérateur. En déterminant 
la bande nous admettons que là pulsation de pompage est accordée 
sur la différence de fréquences des circuits ©, — v, — v,. Dans ce 
cas les désaccords n, et n, ne dépendent que de la différence de pul- 
sations o — Vi, M = 2 ( — o})/v, M & 2 (v, — w,)/v,. En subs- 
tituant ces quantités dans (7.1.12), déterminons la bande d’amplifi- 
cation de l’amplificateur paramétrique non régénérateur au pompa- 
ge optimal | 


(oo, — V1) <A/I(RiC1 — ReC2)° + 4RIC?]. 

La bande la plus large est atteinte à RC, — R;Ca. 
Amplificateur au pompage haute fréquence. L’' amplificateur para- 
métrique à deux circuits vérifiant la relation w, = &, + &@, est.un 
amplificateur régénérateur, c’est-à-dire un système dans lequel sous 
l’action de la tension de pompage dans les deux circuits apparaît 
une résistance négative, fonction de tension de pompage. Cette ten- 
sion définit la profondeur de modulation de la capacité reliant les 
deux circuits. Les relations (7.1.11) et (7.1.12) permettent de déter- 
miner les amplitudes d’oscillations dans le premier et le second cir- 

cuits à l’accord précis de l’amplificateur (n, = n; = 0): 
À = IR; 1 — IR,a63R:4p 


A ? a A e 
1—0,0:R1R34p 1— a2630,R1R3Ap 
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A mesure que À, augmente, les amplitudes d'oscillations dans les 


deux circuits croissent. À A2. = 1/&*w,«,R,R, les amplitudes d'os- 
cillations dans les deux circuits s'accroissent infiniment, ce qui té- 
moigne de l'égalité des résistances paramétriquement négatives aux 
pertes dans les circuits. A A,> A4 ,..r l’amplificateur paramétrique 
au pompage haute fréquence s'excite et devient un oscillateur para- 
métrique. 

À An < Ap.er les amplitudes d’oscillations dans le premier et 
le second circuits sont proportionnelles à l’ amplitude du signal d'en- 
trée /, si bien que le système peut servir d’amplificateur lors du pré- 
lèvement de l'énergie sur le premier comme sur le second circuits. 

Puissance d’'oscillations à la sortie du premier circuit 


de _n (74.17) 


: P = EE ——— ————— 
sort { 2H, — A. e 
1 2(1—a*AR;R;4po;0:2)" 


puissance d’oscillations à la sortie du second circuit 


; A2 PRIR: 4103 
sorl2— 50 — 
: DES 2R» 


(7.1.18) 


2 A—aRRAËoj we) 


Si le signal de sortie de l’amplificateur est prélevé du premier cir- 
cuit le système amplifie le signal: sans modifier sa fréquence. Lors du 
prélèvement de l’énorgie à la sortie du second circuit le système pro- 
duit, simultanément avec l’amplification, la conversion de la fré- 
quence. Dans les deux cas la puissance de sortie peut être aussi 
grande que l'on veut,:i.e. le gain d’un tel amplificateur paramétrique 
comme d’ailleurs de tout amplificateur régénérateur n’est pas limité. 
Certes, dans la pratique la valeur du gain d’un amplificateur régé- 
nérateur est limitée par l'instabilité des paramètres du système. À 
À; très voisine de À, ..- le système devient instable et de petits écarts 
des paramètres conduisent à son auto-excitation. 

L’amplification dans un tel amplificateur se produit à la suite 
de la désintégration du quantum de pompage en deux quanta: wo, — 
= fiu, +- kw. Cette désintégration est induite par le signal d'entrée, 
les quanta de pulsation w, pénètrent dans le circuit d'entrée et le 
régénèrent. Les quanta à la pulsation w, excitent les oscillations dans 
le second circuit. Etant donné que la puissance de pompage est sup- 
posée illimitée, le nombre de quanta arrivant dans ces circuits peut 
croître jusqu’à ce que:soit atteint l’état d’auto-excitation du systè- 
me. 
Le défaut de l'amplificateur envisagé comme d’ailleurs de tout 
amplificateur régénérateur, travaillant au voisinage du point d'auto- 
excitation du système consiste en ce qu’il est à bande étroite. En effet 
l'introduction dans le circuit d'une résistance négative qui compense 
les pertes conduit à l'augmentation de la qualité du circuit, ce qui 
réduit la largeur de:la bande-des fréquences à amplifier. 
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Pour évaluer la bande de l’amplificateur paramétrique régénéra- 
teur à deux circuits servons-nous de la relation (7.1.12). Posons pour 
fixer les idées que w, = v1 + v,. Alors nm & 2 (vu — o)/v, 1 & 
Z& —2 (v, — wi)/v,. La relation (7.1.12) dans cette approximation 
acquiert la forme 


2 2/12 Aÿ 22/2 2 
À; =" lR, [1 +4 (v — &,)2R2C1] { an A 7 (vs — @)2R2C: | x 


+[2 (v1 —&)) (R Ci+ Role —— AE 4 )486 08 C RICE +. _1 


(7.1.19) 


Le gain de l’amplificateur régénérateur à deux circuits dépasse 
fortement l'unité seulement lorsque À, est voisine de 4, Dans 


ce cas il découle de (7.1.19) que l'amplitude À, diminue de V2 fois 
par rapport à celle de résonance au désaccord 
1— Ap/Ap.cr 7 19 

FC RCD (7.1.20) 
Ainsi, la bande de l’amplificateur paramétrique régénérateur est 
d'autant plus étroite que À, est plus voisine de À,..r. L’accroisse- 
ment du gain de l’amplific ateur régénérateur s'accompagne d’un ré- 
trécissement de la bande de frégences à amplifier. 

Une importante caractéristique de l’ amplificateur est représentée 
par les limites de son amplification, i.e. les limites de variation de 
I entre lesquelles le signal de sortie est proportionnel au signal d’en- 
trée. Dans l’analvyse faite le signal de sortie était toujours proportion- 
nel à celui d'entrée (cf. (7.1.12), (7.1.15), (7.1.17)). Cela est lié à 
la forme de la caractéristique de l’élément non linéaire (7.1.2). Aux 
grandes amplitudes du signal d'entrée il faut tenir compte des termes 
suivants du développement de q, par rapport à u,, ce qui conduit, pré- 
cisément, à la dépendance non linéaire entre le signal de sortie et ce- 
lui d'entrée. En outre on a supposé que l’oscillateur de pompage re- 
présente une source de résistance interne nulle, i.e. un oscillateur de 
puissance illimitée. Cela permettait de pomper toute énergie dans les 
circuits aux pulsations w, et w,. Lorsqu’on utilise un oscillateur de 
pompage réel la linéarité d'amplification se trouve altérée quand les 
puissances des oscillations aux pulsations w, et w, deviennent com- 
mensurables à celle de l’oscillateur de pompage. 

L'avantage principal de l’oscillateur paramétrique consiste en 
un bas niveau de bruits. Les petits bruits de cet amplificateur sont 
dus à ce que l'élément non linéaire de l’ amplificateur est réactif. La 
majeure partie de bruits dans les amplificateurs à tubes, à transistors 
et autres à élément non linéaire est apportée par l’élément actif non 
linéaire. Par contre, cette source de bruits est pratiquement inexis- 
tante dans les amplificateurs paramétriques. Par ailleurs, les bruits 
des amplificateurs non régénérateurs sont particulièrement faibles 


[O1 — vil = 
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car leur amplification n’est liée qu’à la conversion de la fréquence 
et ne s'accompagne d'apport de résistance négative dans aucun cir- 
cuit. 


$ 7.2. Oscillateur paramétrique à deux circuits 
aux fréquences non multiples 


Un oscillateur paramétrique régénérateur à deux circuits s’auto- 
excite à une amplitude de pompage suffisante et se transforme en un 
oscillateur paramétrique. Le schéma de principe de cet oscillateur 
est donné fig. 7.4. Pour qu’un oscillateur fonctionne il faut que la 
somme des fréquences partielles 
soit voisine de la fréquence de : 
pompage. Dans ce cas il y a dans 
le système l’auto-excitation des |“ 
oscillations sur les pulsations 
on, = et & & v, et telles que e 


O1 + We = Wp- (7.2.1) Fig. 7.4. Schéma de principe de l'os- 
Tout comme on l'a fait au para- cillateur paramétrique ‘à deux circuits 
graphe précédent en analysant 
l'oscillateur paramétrique (cf. (7.1.1)) écrivons les équations d’oscil- 
lations aux pulsations w, et «:: 


1 u, Le ce À Ua ce me 9 
L; WU +: + Gi = — ac, : T, “3 Re + Cats = Qc de (7.2.2) 
Admettons que la charge est liée à la tension sur la capacité par 


Qc = Coûc + aub + Bus. (7.2.3) 


Le second terme dans le second membre de (7.2.3) assure un apport 
paramétrique d'énergie et le troisième, la non-linéarité du système 
nécessaire pour limiter l'amplitude d'oscillations. La tension aux ar- 
matures du condensateur non linéaire est égale à 


Uc = U + Up — Ua 
où u, = A; cos(oit +14), u —= AsCoS(st + V2), 4h = À cos (wpt). 


En supposant les amplitudes 4, et À, et les phases 1, Ÿ. lente- 
ment variables on obtient les équations tronquées suivantes (cf. $ 2.5) : 


a) À, — — 6,4, + &14249 sin ;, 
b) Pi = — 18 + 
C) À, = — OA + GA14p sin ®, 


: A14 
d) Ÿe= — Ag -+ os SEE 


A:Ap 
+ — COS p, 


1 


(7.2.4) 


cos , 
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où 6, = 1/2R; (C; + Co) est le coefficient d'amortissement d’'oscil- 
lations dans le i-ième circuit, 


= a0;/2(Ci;+ Co), Ain = oi — vi + Bi (245 +245 + 41), 
Aop = O — Va + Be (245 + 247 + 4), 
— Bo; ” 
P =sarc” Pit 

Les quantités v, — B, (245 + 24% + Af)et vo — PB, (245 + 247 +, 
+ 4?) peuvent tre assimilées aux pulsations partielles décalées 
par suite de la capacité ncn linéaire. 

Dans le cas du régime stationnaire de fonctionnement de l’ Te 


lateur (A, — 1h, — 0) les équations (7.2.4a) et (7:2.4c) fournissent 
le rapport d’amplitudes dans les circuits … | 


== 102 AS | 
— CE TP (7.2.5) 

L'équation (7.2.4) ns de déternitnee cotg pet la lt. en 
tre les désaccords A;get A: 


A;p Ag u 
Cotg p—= —— Be 0. (7. 
Ainsi, la phase se détermine par les paramètres du système alors que 
les phases 4, et 1. prises isolément sont arbitraires mais leur somme 
est fixe, 1.6. VW, + Ye = . 
En profitant des relations (7.2.5) et (7.2 6) et de l'égalité Op = 
= @ + ® il vient di les pulsations de génération «o, et o: 
RES ME V102 — Vo01 … 
D FRE Co + ET 
__ GaB1 — 61B2 [ 245 + Aï (1+ nes) | 


1 + Os B10 2 (7.2.7) 


Ô2 

MR PT SEE | 

_ OaBa — 01B2 [2 2 2 Bar \ 

FRS L245+ 45 (1+ 658) ]. 

Ces expressions montrent que les pulsations de génération «w; 

et «w, restent constantes aux fluctuations lentes correlées Av, et 
Av, des pulsations partielles v, et v. lorsque la condition 6, Av, — 
— Ô, Av, = 0 est satisfaite. Cela permet d'obtenir des fréquences 
de génération stables en choisissant les paramètres des circuits oscil- 
lants. Un autre trait particulier de l’oscillateur à deux circuits, c’est 
sa faculté de générer les oscillations à une stabilité de fréquence plus 


élevée qu’à la fréquence de pompage. On voit de (7.2.7) qu'à 6, € 
< 6, l'instabilité de la pulsation «©, est notablement plus faible 
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que celle de &,, puisque Aw, Æ 6, Aw,/6,, alors que l'instabilité 
de la pulsation w, est approximativement égale à Aw,. 

Les pulsations de génération pour une relation déterminée entre 
les paramètres du système sont indépendantes de l'amplitude de pom- 
page et des amplitudes de génération. 11 découle de (7.2.7) la condi- 
Lion de leur indépendance sous la forme 


6fs — 828, = 0. (7.2.8) 


Cette condition signifie que w,R; — w:R,. Les relations (7.2.7) mon- 
trent que les pulsations &w, et w, dépendent linéairement de la pul- 
sation de pompage «w, dans le 

domaine où À’ est independante w 

de w, ou bien en dépend selon 


LP ; W 3 
Ja loi linéaire. Pour cette raison 
dans la majeure partie de la 
bande de pulsations de généra- 


tion paramétrique «œ, et «u» W} 

suivent linéairement la variation sul 

de &,. Sur la fig. 7.5 on voit 

les courbes typiques de variation Gp 

de w,.et de w, en fonction de Fig. 7.5. Variation des pulsations 

w, dans la bande de génération générées ©, et w: en fonction de la 

paramétrique. | pulsation de pompage w, dans la bande 
Trouvons maintenant les de génération paramétrique 

amplitudes stationnaires de la | 

génération paramétrique. Pour ce faire additionnons membre 

à membre les équations (7.2.4a) et (7.2.4c) ainsi que (7.2.4b} 

ct (7.2.4d): 


À; A 
Air + Aop = (ou A, Te à) Ah cos ®, 
(7.2.9) 
Ô1 + Oo — (ou AT æ) A, sin ®. 


En élevant au carré les premiers et les seconds membres de (7.2.9) 
et en les additionnant membre à membre il vient: 


A A2A° 
Aig+ An) (O1 +8) = (oitas Le) 
En tenant compte de (7.2.5) et en développant les expressions A; 
et-A,$ on obtient le carré de l’amplitude d’oscillations stationnaires 
2e. 
< 
A? — M0 2 K 
1 &10a (B1 + 2B2) + Ga01 (Ba + 281) 


X [ —A—2(B1+ Ba) 432 (61+ 62) / 43ggt— 1] , (7-2.40) 
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où À = &) — (v1 + v2) est le désaccord de la pulsation de pompage 
par rapport à la somme des pulsations propres des circuits. 

I] découle de (7.2.5) que l'expression de A° est de la forme analo- 
gue. La fig. 7.6 présente la variation de A‘ en fonction du désaccord 


2R,+ PR, 4; 4 


Fig. 7.6. Variation de l'amplitude de 
l'oscillateur paramétrique à deux cir- 
cuits en fonction du désaccord: les 
croix figurent des états instables, les 
cercles, les états stables 


À pour B>0et de l'amplitude 
de pompage fixe. La réponse 
amplitud2-fréquence représente 
deux droites inclinées vers la 
gauche. À B<O0, la réponse 
amplitude-fréquence a une incli- 
naison vers la droite. 

Pour que les oscillations exis- 
tent il faut que soit satisfaite 
l'inégalité suivante 


A > Ô1 02/2 1% — À} ,.cre (7.2.11) 


La condition (7.2.11) coïncide 
avec celle d’auto-excitation des 
oscillations paramétriques au 
pompage haute fréquence pré- 
sentée au $ 7.1. Mais même si 


elle est satisfaite l’amplitude 
stationnaire ne peut exister qu'aux désaccords déterminés 


a< (+89 V (LE) —1—2(B+8) 43. 


Dans la bande de désaccords 


Gi+8 (2) —-1—2(B +8) 43>4> 


A 2 
> (+8) (x) 12482) 45 (7.242) 
une seule amplitude stationnaire À,, existe. Lorsque 
A 2 ï 
A<— (+6 y (2) —1—2(B1+80) 45 (7.2.3) 


on a deux amplitudes stationnaires À,, et A2. 

On peut montrer que l'amplitude 4,, est toujours instable alors 
que l'amplitude 4,, est stable. A l’intérieur de la bande (7.2.12) 
l’état d'équilibre du système est instable et une excitation douce des 
oscillations se produit. La bande d'excitation douce n’est pas symé- 
trique par rapport au désaccord nul. 

Aux désaccords satisfaisant à la condition (7.2.13) l'excitation de l’os- 
cillateur paramétrique est dure. Pour exciter le système il .lui faut 
communiquer une impulsion initiale dont la valeur doit dépasser 4;;. 
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Avec la relation (7.2.10) on peut analyser la variation de l'ampli- 
tude d'oscillations de l’oscillateur paramétrique À, en fonction de 
l'amplitude de pompage pour différentes valeurs du désaccord A. 
Afin de rendre commode l'analyse, introduisons de nouvelles varia- 
bles x = (A5 — Aicr)!/? et À = À +2 (PB, + B.) Añc. Outre cela 
introduisons les désignations 


_ X10e __ O1 + Os 9 
Ào = 28, BF Pa) nb Pa 2)" 2 Aer 0 2(Bi th). 


Dans ces notations (7.2.10) acquiert la forme 
a + AN = À, (ax — br*), (7.2.14) 
AŸ, + 400 = —A4) (ax + bzx:). (7.2.15) 


La fig. 7.7 représente les seconds membres de (7.2.14): une courbe en 
trait continu et de (7.2.15): une courbe en pointillé. Cette figure per- 
met aisément de déterminer le 
carré de l’amplitude des oscilla- 
tions 4°, pour toute valeur de 
Aÿ et de A’. Par exemple. à 
À’ =0 la génération paramétrique 
démarre à z — 0 (4, = Ah.cr)- 
Conformément à (7.2.14) le carré 
de l'amplitude d'oscillations est 
égal à l’ordonnée de la courbe 
en trait continu de la fig. 7.7. 
À mesure que z croît l’amplitude 
augmente, atteint son maximum 
à x — a/2b, puis en diminuant 
s’annule à x = a/b. À À = 0 pour déterminer l'amplitude d'’oscil- 
lations il faut mener une droite horizontale d'ordonnée 4, A. 
Conformément à (7.2.14) 4°, est égal à la différence des coordonnées 
de la courbe en traits continus sur la fig. 7.7 et de la droite 4,4. 
Ainsi, aux A positifs, les amplitudes d'’oscillations diminuent et 
aux À’ négatifs croissent avec augmentation de |A’|. L'amplitude 
maximale est toujours atteinte pour x — a/2b. Aux A positifs, 
À, sur la fig. 7.7 par exemple, l'excitation douce des oscillations pour 
Tyeun > O a lieu et l'arrêt d'oscillations pour zyyr  a/b. A A°> 
> a*/4b les oscillations paramétriques ne s’excitent à aucune valeur 
d'amplitude de pompage. Aux valeurs négatives de A’ telles que A; 
sur la fig. 7.7, l'excitation des oscillations paramétriques se produit 
à x — zx, correspondant à l'intersection de la droite 4, À, avec la 
droite en pointillé de la fig. 7.7. C'est une excitation dure des oscilla- 
tions à amplitude finie dont le carré est égal à la différence des ordon- 
nées de la courbe en trait continu et de la droite 4, A:. L'arrêt d’os- 
cillations avec l'accroissement de A3 est atteint lorsque x >> b/a. 


19—747 


Fig. 7.1. Solution graphique de l’équa- 
tion amplitude-fréquence (7.2.10) pour 
l'oscillateur paramétrique 


290 SYSTÈMES PARAMÉÊTRIQUES ET AUTO-OSCILIANTS [CH. 7 


A la diminution de l'amplitude de pompage le décrochage d'oscilla- 
tions se produit non pas à x = x, mais à z — 0. L'amplitude d'’oscil- 
lations au décrochage est égale à À ce = —A4o À. 

Donc, le domaine de l’existence de la génération paramétrique se 
tiouve toujours limité aussi bicn de la part des petites amplitudes de 
pompage (« seuil de génération ») que de la part des grandes amplitu- 
des de pompage (« plafond »). L'existence du « seuil » provient de la 
nécessité de la compensation complète des pertes dans le système grâ- 
ce à la contribution paramétrique d'énergie. Le « plafond » est dû 
au désaccord des fréquences particiles aux grandes amplitudes de 
pompage à cause de la réactance non linéaire du système. En régi- 
me d'’excitation dure, les oscillations démarrent à l’amplitude de 
pompage correspondant à la réalisation de la branche instable de la 
réponse amplitude-fréquence (cf. (7.2.15)). Le décrochage dur d’oscil- 
lations se produil à An — Ap.cr: 

Dans le cas considéré la limitation d'amplitude est liée à la pré- 
sence dans le système d'un condensateur non linéaire. C’est un méca- 
nisme de limitation dit par désaccord. La capacité moyenne du con- 
densateur dépend de l’amplitude de la tension à ses armatures; il 
en 1ésulte le désaccord entre les fréquences générées et celles partiel- 
les du système, ce qui provoque l’altération des conditions de trans- 
mission de l’énergie de l’oscillateur de pompage aux oscillations ex- 
citées. 

Dans un oscillateur paramétrique à circuit d’autopolarisation la 
limitation d'amplitude apparaît à cause de déplacement du point de 
travail entraînant Jui-aussi le désaccord du système. Mais dans ce 
cas l’inclinaison des courbes d'amplitude est opposée à l’inclinaison 
propre au mécanisme de limitation par désaccord. 

Si le système possède un élément à caractéristique volt-ampère 
non linéaire la limitation d'amplitude des oscillations paramétrique- 
ment excitées se fait par dissipation d’énergie non linéaire (mécanisme 
de limitation par dissipation). Dans la pratique, on observe le: 
plus souvent l’effet simultané de plusieurs mécanismes de limitation 
d'amplitude. 

L'effet combiné des mécanismes par désaccord et par dissipation 
fait varier l'amplitude en fonction du désaccord représentée fig. 7.6. 
par une courbe en pointillé. Pour plus de détail sur le mécanisme de 
limitation d'amplitude, voir les $$ 4.5, 4.6. 

Encore une cause de limitation d'amplitude des oscillations para- 
métriques est la rétroréaction au pompage. L'énergie des oscillations 
excitées est fournie par la source de pompage. Si la puissance des 
oscillations paraimnétriquement. excitées devient commensurable avec 
la puissance de l’oscillateur de pompage l’amplitude des oscillations. 
est limitée par suite de la diminution de la puissance de pompage. 
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$ 7.3. Démultiplication de fréquence paramétrique 


Le paragrapbe précédent traitait de l’oscillateur paramétrique à 
deux circuits lorsque le premier circuit oscille uniquement sur la pul- 
sation w, et le sccond, uniquement sur la pulsation w,. Dans le cas 
général, la tension à ces pulsations fait circuler à travers la capacité 
non linéaire un courant qui comporte des pulsations de combinaison 
de la forme mo, — nw, où m el n sont égaux à 0, + 1, + 2, ... 
Les valeurs maximales | m | et | nr | sont déterminées par la forme 
de la dépendance nou linéaire entre qc et uc. Si aucune de ces pulsa- 
tions n'est située dans la bande 
passante des circuits on a un À 
oscillateur paramétrique  ordi- 
naire décrit au $ 7.2.Mais si une 
pulsation de combinaison quel- 
conque se trouve dans la bande 
passante d’un des circuits, ce 
dernier devient le siège d'oscil- 
lations de deux pulsations voisi- 
nes, i.e. des battements. Les 
battements nés dans l’un des cir- 
cuits de l’oscillateur s'accompa- D So on de 
grent HOLIQUrS des battements UE pet la teur à à deux circuits au voisi- 
dans l’autre circuit. 


nage du régime d'auto-entraînement 

Supposons que la pulsation de 
combinaison ww, = mu, + nu», 
par exemple, soit approximativement égale à w.,. Il est aisé de mon- 
trer que la pulsation de combinaison @, = (1 — m) «1 + (1 — n)w, 
est voisine de la pulsation w.. Par suite d’une présence de la capacité 
non linéaire les oscillations aux pulsations de combinaison influent 
sur les pulsations de génération w, et w,. Ces pulsations «sont entrai- 
nées » vers celles de combinaison et à des conditions déterminées il 
peut se produire l’autocapture de fréquences. Le terme l’« autocap- 
ture » (autosynchronisation) est appelé à souligner que la capture se 
produit non pas sous l'effet d’une force extérieure mais bien à la suite 
de l’action d’une oscillation à la pulsation de combinaison qui est 
engendrée dans le système même. L’autocapture se produit le plus 
facilement lorsque w, Æ (N — 1) w,, i.e. la pulsation w, est presque 
multiple de w,. Un tel système en mode synchrone est un diviseur 
de fréquence de pompage par V. La pulsation w, se trouve alors cxac- 
tement V fois plus basse que la pulsation de pompage et la pulsation 
o, se distingue de w, en (W — 1)/N fois. En mode autosynchrone. les 
oscillations aux pulsations w,, w, et w, sont cohérentes. 

La fig. 7.8 représente le spectre des oscillations dans un ostilla- 
teur à deux visvuils pour le cas où w, et w, se trouvent dans les bandes 
passantes des circuits (des tons de combinaison situés loin de la ré- 
19% 


292 SYSTÈMES PARAMPTRIQUES ET AUTO-OSCILLANTS : (CH. 7 


sonance nc sont pas représentés sur la figure). Le régime autosynchro- 
ne s'établit lorsque la pulsation w, capte w, et la pulsation w, capte 
&,. Les pulsations w,/N et ©, (N — 1)/N qui s'établissent en régi- 
me autosynchrone sont tracées sur la figure en trait interrompu. 

Analysons d’une manière plus détaillée le fonctionnement du di- 
viseur de fréquence par 4. Supposons que la charge sur la capacité 
non linéaire est liée à la tension selon la loi (7.2.3). La tension aux 
armatures de la capacité en régime de division (régime autosynchro- 
ne) est égale à 


uc = À, cos (@t + Yi) + Ah cos (4wt + 1) — À, cos (3 + W). 


Dans ces hypothèses les équations tronquées aux amplitudes 4À,, 
A, et aux phases 1,, Ÿ, se mettent sous la forme 


À, = — ôdi + 4,49 sin g + B,4°4, sin O, 
0. F 
V1= —Ai+a Dé cos p + B14,4, cos D + 


+ Bi (2.45 + 245 + À;), 


À: = — 0343 + &4149 Sin q— B:4; sin D, (7.3.1) 
Ÿa= — As + a EP cos p+ Bu À cos D+ 
+ Be (245 + 24, +47), 
où 
RS PT ES RS EE 
1 2R; (Ci + Co) ” 1 2(C1+C0) 3 2(C:+Co) ” 
— ___#o D Po __- 
Pme Pre 10 
À3 = 30 — Va, P= Yi + Va D= 31 — V2. 


Pour obtenir les amplitudes d'’oscillations stationnaires il faut 
tenir compte de l’un des mécanismes de limitation d’amplitude indi- 
qués au paragraphe précédent. Supposons que dans ce cas il s'agisse 
d'un mécanisme dissipatif, i.e. l'amortissement du signal dépend de 
l’amplitude d'’oscillations. 

Supposons que Ô,, par exemple. soit fonction de À4,;. 

Le système d'équations tronquées obtenues est assez compliqué. 
Pour le résoudre servons-nous de la méthode de la simplification se- 
condaire proposée par R. V. Khokhlov*). Pour ce faire effectuons la 
comparaison de la valeur relative des termes isolés du système d'’é- 
quations (7.3.1). Aux tensions uw suffisamment petites, le terme 


*) Khokhlov R. V. Rapports de l'Académie des Sciences de l'URSS—1954. 
T. 97. P. 411 (en russe). 
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But de l’expression (7.2.3) est beaucoup plus petit que le terme au. 


Il est alors possible d'introduire un petit paramètre u égal à fu cla « 
<& 1. 

Dans ce cas les termes des équations (7.3.1) comportant des coef- 
ficients B; sont petits devant les autres termes. Cherchons une solu- 
tion du système d'équations (7.3.1) à l’aide du développement en sé- 
rie par rapport au petit paramètre pu: 

A; = ÀAj +U&u +... À = À: + Ua +... 
P = Po + HP +... 


En approximation zéro en u le système d'équations (7.3.1) acquiert 
la forme 


A10= — 01410 + 14204p Sin Po; 


A0 = — 02420 + G24104p Sin Po; (7.3.2) 
Po= — Ai Ay+ (Sie + fie) 4 cos Qu. 


Ces équations fournissent le rapport des amplitudes de tension sta- 
tionnaires dans les circuits As, A2 et la phase stationnaire q: 


Ajo CPU 4 7 G102 
A2 En Go0 : sin Po — Gta; à 


En portant ces expressions dans (7.3.2) on obtient la relation dé- 
terminant l'amplitude stationnaire À,, pour le désaccord et l’ampli- 
tude de pompage À, donnés: 


_ M1Ga, 42 __ O1 (A0) A? 

Do) APT (Au)-r6n ee 
où A = À, + À,. A l'amplitude de pompage donnée la relation 
(7.3.3) représente la variation de résonance de 4,, en fonction du dé- 
saccord À. Tout comme pour le système à un degré de liberté dans le 
cas du mécanisme dissipatif de limitation d'amplitude la courbe de 
résonance est symétrique par rapport au désaccord À = (. 

Considérons maintenant la solution du système (7.3.1) en premié- 
re approximation (aux termes en u près). 
Dans cette approximation, les équations tronquées ont la forme 


; dô 
Hd =—h (6:+- Au) + 
+ ua, (a2 Sin Po + A20P4 COS Po) + B1410420 Sin D, (7.3.4) 
Has = — UÜ2@2 + UarA (a1 Sin Po + A10P1 COS Po) — B2A°, Sin D, 
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Hi = LA, {a (a | 2e as COS Po — U ge ] En 
+ (B14 ge) A9 Cos D + 
+ B1 (2Aÿ + + 450) + Be (245 + 245, + 45), 
Pare dt (3041 < Æ, =) 4 COS Po + 
+ Lo (5 + Go ge 2e.) À) COS Po — MP: (Be SE — a, +) À, Sin Po + 


+ 38, (2A3+ 243,-+ A7) — Ba (243+ 245, + A3) + 
4 (3B1420 —B2 


2 
Te ] À 0 Cos D. 
20 


En régime stationnaire de démultiplication de fréquence les amplitu- 
des doivent être constantes et les phases 1, et, rigidement liées entre 
elles. Il en découle qu'en régime stationnaire de démultiplication de 
fréquence les seconds membres des équations (7.3.4) sont nuls. Les 
trois premières équations de ce système permettent de calculer les 
corrections à apporter aux amplitudes et la phase. a,, a, et @,. La 
largeur de la bande de démultiplication de fréquence Aitm est déter- 
minée par la dernière équation du système (7.3.4). Comme tous les 
termes dans le second membre de cette équation sont petits d'ordre 


Lu, alors à O — 0 le premier terme doit également ètre petit d'ordre 
u. Cela est possible dans les deux cas. à savoir, lorsque la largeur de 
la bande de démultiplication est petite Aim/(à + 8) ou bien 
quand la quantité (30, — Ô.)/(ô, + Ô,) — u. La dernière relation si- 
gnifie que les facteurs Q du premier et du second circuits du diviseur de 
fréquence sont voisins puisque Q, -= w'ô, et Q@, = 3w/6,. Si 38, = 
= Ô. alors Q, Æ @.. Ainsi, pour obtenir une grande bande de dé- 
multiplication il faut utiliser les circuits à facteurs Q voisins. 

Il convient de noter qu’étant donnée la dépendance à, (4,) l’éga- 
lité approchée 36, = 6, ne peut être satisfaite qu’ à une amplitude À, 
déterminée. Dans ce cas la bande de démultiplication est délimitée 
par le domaine où À, varie peu. 

Les conditions obtenues ci-dessus de démultiplication à large 
bande de fréquence de pompage par 4 sont également valables dans 
le cas général de division de la fréquence par W. Pour effectuer cette 
démultiplication on doit remplir les conditions suivantes: 

1) les pulsations partielles des circuits doivent être égales respec- 
tivement à v, == @/N, vs = D (N — 1VN; 

2) les facteurs Q des circuits doivent être voisins l’un de l'autre: 

3) la dépendance non linéaire de la charge gc de u« doit compur- 


ter le terme uÿ 7. 
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Les diviseurs de fréquence paramétriques sont largement utili- 
sés en pratique étant données leurs large bande et haute multiplici- 
té de conversion de fréquence. 


$ 7.4. Systèmes auto-oscillants à deux circuits à réaction 


Les exemples les plus connus des systèmes auto-oscillants à deux 
degrés de liberté sont : oscillateur à un élément actif et à un système 
oscillant à deux circuits et deux oscillateurs couplés. Aux $$ 7.4 et 
7.5 on a traité les auto-oscillations dans un système à deux circuits 
à réaction. Si le couplage entre les circuits est faible le système peut 
être assimilé à un oscillateur 
chargé d’un circuit supplémen- 
taire. 

Lorsque le couplage est fort il 
existe, au voisinage de l'égalité 
des pulsations partielles, un do- 
maine de désaccords pour lesquels 
les conditions d'auto-excitation 
sont simultanément satisfaites 
pour Îles oscillations de deux 
fréquences voisines de fréquences Fig. 7.9. Oscillateur à deux degrés do 
propres du système. En régime liberté au couplage réactif entre les 
doux d’auto-excitation de l’os- circuits 
cillatcur l'élément actif n'étant 
couplé qu'au premier circuit, il se produit l'effet d'entrainement 
de fréquence. Dans le domaine d’entraînement il s'établit des 
oscillations sur l’une des fréquences admissibles, la fréquence 
établie dépendant du sens de la variation de la fréquence partielle. 

Considérons le fonctionnement de l'oscillateur couplé par indut- 
tance au circuit supplémentaire L,C, (fig. 7.9). Les équations aux 
courants dans le premier et le second cirucits ont la forme 


Li Rii: +7 \ lt dt + Mi = Mie 


| | | (7.4.1) 
Lots + Rois + GC: \ Lo dt + Vi, Es 0. 


Désignons par u, la tension aux armatures du condensateur du pre- 
mier circuit et par u,, celle aux armatures du condensateur du second 
circuit : 


1 6. nt: 
= | i dl, Us — Ca lo dt. 
Introduisons, en outre, les notations 
Ri R; 1 a 1 2 
Doi D dôn De =" Le Vs 
MC M,C 
& _ 173 | (e2 er 171 


296 SYSTÈMES PARAMÉÊTRIQUES ET AUTO-OSCILLANTS (CH. 7 


Supposons que l’oscillateur fonctionne en réyime doux et que la carac- 
téristique du transistor à effet de champ puisse être approchée par 
polynôme du troisième degré 

ddr — Sou1 — Soui/3. 


Ayant introduit toutes ces notations on obtient les équations des 
oscillations des tensions dans les circuits sous la forme 


U, + 26u + vil] + Gil —= (So — Su) U, 
LG (7.4.3) 


un + 26ou + vêtus + at = 0. 


On va résoudre le système d'équations (7.4.3) par méthode quasi linéai- 
re. Pour ce faire introduisons une pente moyenne S, fonction de l’am- 
plitude (cf. $ 5.4). Son introduction permet de passer des équations 
non linéaires (7.4.3) aux équations quasi linéaires suivantes 


u, +26 : aus = MS vu : 
1 + 20 + Viur + Gilo 101 (7.4.4) 


Us + 26U + Vila + DATA = (0. 
Cherchons une solution de cette équation sous la forme 
u\,—= A cos(ot), u, = B cos (wt + ). (7.4.5) 


En la substituant dans (7.4.4) et en tenant compte de ce qu'elle 
doit être valable pour tout instant t on peut obtenir un système d’équa- 
tions reliant À, B, q et w. Admettons dans ce qui suit que seule la 
pulsation partielle v, soit une grandeur variable, alors que v, reste 
constante. Il est alors commode d'introduire des désaccords relatifs : 
= (vi — vo et n — (w° — v5)/w*. Ces désaccords permettent 
d'écrire le système d'équations pour déterminer À, B, q et w sous la 
forme suivante 


(E—n)A—aBcosp=0, d4—aBsing= #8 4, (7.4.6) 
nB+aAcosp—0, V,B+a.4singp=0, 


où Ÿ; — 26,;/w sont les décréments d'amortissement du premier et 
du second circuits. 

Les deux dernières équations du système (7.4.6) fournissent le 
rapport des amplitudes B/A des oscillations dans le premier et le se- 
cond circuits ainsi que le déphasage ç entre ces oscillations: 

Ôs 


D =" 
Are" EPS 


En portant les expressions obtenues dans la première et la seconde 
équations du système (7.4.6) on a les équations au désaccord n et à 
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l'amplitude d'’oscillations À suivantes 


k3 
=" M] , (7.4.7) 
Ÿ,k2 Mw2S (A 
Htprigg = 5e , (7.4.8) 


où 4° = aa, est le coefficient de couplage entre les circuits. 


Pour calculer la pente moyenne S (4) mettons dans (7.4.2) la 
solution sinusoïdale (7.4.5) et n’écrivons que l’expression de l’ampli- 
tude du premier harmonique du courant de drain. On en tire la pente 


moyenne S (A) sous la forme 
S (4)=S,— 22 A2. (7.4.9) 


(7.4.8) ensemble avec (7.4.9) fournissent l’expression suivante de 
l'amplitude d’oscillations stationnaires : 


2 42 409 
: AE A — En 67 9 
ou ‘ 
4 | MSov? Mvis 
RER  Pe 


Il découle de (7.4.10) que le branchement du second circuit au mon- 
tage conduit à un amortissement supplémentaire, fonction de la fré- 
quence de génération. À l'égalité des pulsations partielles (£ — 0) 
l’équation (7.4.7) se met sous la forme 


ï -) = 0. (7.4.1) 


L'une des racines de celte équation n = 0, i.e. © = v; les deux au- 
tres racines se déterminent de l'équation 


n= + V6. 


La dernière relation fournit des valeurs réelles de n dans le seul cas 
où k >> Ÿ,. L'inégalilé obtenue indique sur l'existence d'un couplage 
critique entre les circuits, ke. = Ÿ,. Lorsque # <<, l'équation aux 
fréquences en synchronisme n’a qu'une solution & = v. Si par contre 
k> ke On a en synchronisme trois racines réelles de l'équation 
(7.4.11). Analysons séparément ces deux cas. 

Cas de couplage lâche entre les circuits (4 << k,-). La dépendance 
entre n et & a la forme représentée fig. 7.10. La fréquence générée est. 
univoquement liée à la fréquence partielle du premier circuit. Par 
ailleurs, si n << 0 (v, > o), la fréquence partielle équivalente dimi- 
nue, i.e. le circuit supplémentaire produit l'effet d’une capacité shun- 
tante montée dans le circuit principal. Si n > 0 (v << w), l’addi- 
tion à la fréquence partielle est positive si bien que le circuit est. 
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équivalent à l’inductance montée en shunt. L’amplitude des auto- 
oscillations peut être déterminée à partir de la relation (7.4.10). 
Sa variation en fonction du désaccord relatif & est donnée fig. 7.11. 
La diminution maximale de l’amplitude (prélèvement d'énergie du 
premier circuit par le second) 
a lieu à l'égalité des fréquences 
partielles (au synchronisme), i.e. 
à G—0. AËG= ny = 0  l'am- 
plitude des oscillations est égale à 


(MS — À) | 


A 
‘4 


La diminution de l'ampli- 
Lude de génération en cas de 
synchronisme est d'autant plus 
grande que plus fort est le cou- 
plage entre les circuits et plus 
Fig. 7.10. Variation de la pulsation Petites sont les pertes dans le 
de l’oscillation générée en fonction second circuil. À un facteur 

du désaccord & au couplage lâche Q assez élevé du second circuit 
les auto-oscillalions peuvent être 

complètement supprimées. La condition d'une telle suppression 
d'auto-oscillations consiste en ce que l’incrément du premier circuit 
MNSo — Ÿ, =) dans un certain domaine de fréquences se trouve 
inférieur à la quantité k*/0., pertes (décrément) apportées dans le 


* A 


0 € 0 ç 


Fig. 7.11. Variation de l'amplitude Fig. 7.12. Variation de l’amplitu de 

de l'oscillation générée en fonction de l'oscillation générée en fonction du 

du désaccord & au couplage lâche désaccord & au voisinage du domai ne 
de suppression 


premier circuit par le circuit supplémentaire. La variation de l’am- 
plitude d’oscillations À en fonction du désaccord & en présence du do- 
maine de la suppression est donnée fig. 7.12. On peut déterminer les 
frontières de ce domaine en égalant l'amplitude à zéro dans (7.4.10). 
Pour 8, — k?/8, il y a la contraction du domaine de la suppression 
en un point. 
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Cas de couplage fort entre Les circuits (k kr). La variation du 
désaccord relatif n en fonction de & pourk > k., est donnée fig. 7.13. 
On voit sur la fig. 7.13 qu'à des désaccords & assez grands (couplage 
Jâche) le système génère une pulsation voisine de celle partielle du 
circuit principal v, (n —- €). Ainsi, le second circuit n'influe pas sur 
la fréquence de génération à cause du faible degré de couplage. Au 
voisinage du synchronisme (£ — 0) la dépendance entre n et & est à 
trois chiffres. L'analyse de la stabilité des oscillations montre que 


Dp/V2 


Éntrofrement 


Prélevement 


Omortissement 


ETS 


Fig. 7.13. Variation de la pulsation Fig. 7.14. Domaines de succion d'éner- 
de l'oscillation générée on fonction gie, de suppression et d'entraînement 
du désaccord à au couplage fort des oscillations 


la branche moyenne de la caractéristique fréquentielle est toujours 
instable. En ce qui concerne les branches extérieures de la caracté- 
ristique fréquentielle, leur marche coïncide qualitativement avec 
celle des fréquences normales d’un système conservatif linéaire (el- 
les sont représentées en trait interrompu fig. 7.13). Toutefois la pré- 
sence dans (7.4.7) d’un décrément ®, non nul est équivalente à l'affai- 
blissement du couplage entre les circuits si bien que les fréquences 
‘générées se situent un peu plus près des fréquences partielles que dans 
le système conservatif. 

Tout comme dans le cas d’un couplage lâche. le branchement d'un 
circuit supplémentaire conduit à la diminution de l'amplitude d'os- 
Cillations dans l’oscillateur. Le taux de sa diminution en cas de cou- 
plage fort dépend de la relation entre l'incrément 8, et le décré- 
ment du second circuit Ÿ,. Si 8, > ®% il existe au voisinage du syn- 
chronisme le domaine de suppression d’auto-oscillations. Si 8, << 
< V, il se produit au voisinage du synchronisme l'effet d’entraîne- 
ment que l’on décrira en détail au paragraphe suivant. Sur la fig. 
7.14 est donnée la disposition dans le plan des variables d,/0, et 
k*/8% des domaines de suppression, d'entraînement et de prélève- 
ment d'énergie oscillatoire. 
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$ 7.5. Effet d'entraînement 


L'analyse faite ci-dessus s'appuie sur l'hypothèse qu’à chaque: 
instant il existe, dans le système, les oscillations d’une seule fré- 
quence. Or, on a montré que dans le système au voisinage des fré- 
quences partielles sont stables les oscillations de pulsations «, et 
Oo 

Considérons mainterant les conditions d’une génération simulta- 
née de deux oscillations sinusoïdales de pulsations w, et w,. Pour ce. 
faire, présentons la tension porte — source u, sous la forme 

u, = À, cos (wit) + 4, cos (mt). (7.5.1) 
Comme les pulsations des oscillations w, et w, sont asynchrones les 
phases relatives ne jouent aucun rôle si bien qu’on peut les omettre 
(ce qui correspond à un choix déterminé de l’instant initial). Dans 
le cas considéré à chaque oscillation de pulsation w; correspond sa 
pente moyenne. Avec cela, S,, et Ss, dépendent dans un cas général 
des deux amplitudes À, et A4. 


En portant (7.5.1) dans (7.4.2) trouvons la composante de cou- 
rant de drain de pulsation «, 


dr w 1 = [ So4 _ 2 (A+ 24,43) | cos (wit). 
Denc, la pente moyenne à la pulsation eo, est égale à 
Sur (A1, 43) = So— 52 (47 29). (7.5.2) 
On obtient S à la pulsation w, de la manière analogue: 
Su, (A1, As) = So— 22 (242 + A!) (7.5.3y 


On voit de (7.5.2) et (7.5.3) que la pente moyenne diminue avec ac- 
croissement des amplitudes 4, et 4:. Toutefois, la diminution de. 
Sv, à la pulsation w, dépend de 4, plus fortement que de 4,. La di- 
minution de S,, est essentiellement définie par l’amplitude 4,. Il 
en découle que la coexistence simultanée des deux pulsations en ré- 
gime doux conduit à la diminution réciproque des valeurs de la pente 
moyenne. Pour déterminer les amplitudes stationnaires des oscilla- 


tions mettons les expressions de S$ (7.5.2) et (7.5.3) dans la relation. 
(7.4.8). Compte tenu de (7.4.7) on obtient les expressions suivantes. 
qui relient les amplitudes des oscillations À, et À, aux paramètres. 
des circuits: 


Mi [So — 22 (44249 ]= 814 0, M = Roquv(m), (7.5.4) 


Ma [S0— Ÿ2 (424247) | = 6148 MÈE Riqus (me), (7.5.5) 
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où n; = (@Ë — vi)/wi. i = 1, 2.,Les premiers membres des équations 
(7.5.4) et (7.5.5) décrivent l’ apport d'énergie aux circuits, les seconds 
membres, les pertes. Si à 41 = À, =: 0 les apports d’énergie dépas- 
sent les pertes dans les deux cas, les conditions d’auto-excitation 
sont alors remplies. [l surgit dans le système les oscillations de pul- 
sations w, et w, et leurs amplitudes se mettent à croître. Les ampli- 
tudes À, et À, croissent jusqu’ à ce que pour l'une des oscillations 
l’apport d'énergie n’'égale pas les pertes. Admettons, par exemple, 
que cela se produise pour l’oscillation au désaccord relatif n,. Dès 
cet instant l'amplitude À, cesse de croître, alors que À, continue à 
augmenter. Îl s'ensuivra qu'au désaccord n, l’apport d'énergie de- 
vient inférieur aux pertes et À, se mettra à diminuer, ce qui fait mon- 
ter le taux d’accroissement de À,. Enfin, À, diminuera jusqu’ à zé- 
ro, alors que À, augmentera jusqu'à la valeur à laquelle les relations 
suivantes seront satisfaites 


S 0 0 
My (So— Ai) = Réauiv (nu), (7.5.6) 
My? ( So— 24) < Réquiv (Na). (7.5.7) 


La relation (7.5.6) est la condition d'existence des oscillations sta- 
tionnaires de pulsation w, (de désaccord n,) et d'amplitude À,; 
l'inégalité (7.5.7) montre qu’à la pulsation w, (n2) l’apport d’éner- 
gie est inférieur aux pertes. 

On obtient de la manière analogue les conditions d'existence 
d’une oscillation de pulsation w, et d'amplitude 4,. Elles ont la 
forme 


M? (So — Az) = Réquiv (na); (7.5.8) 


My? (55 —52 43) < Réquiv (mi). (7.5.9) 


Les raisonnements simples montrent que les oscillations sinusoiïda- 
les décrites par les relations (7.5.6) et (7.5.7) sont stables. En effet, 
supposons que l'amplitude À, croisse légèrement, alors le premier 
membre de (7.5.6) devient inférieur au second et À, se remet à dimi- 
nuer. Si À, diminue par rapport à sa valeur stationnaire, alors 1 ’ap- 
port d'énergie à cette fréquence dépassera les pgrtes et À, se remettra 
à croître. Par ailleurs, les petites variations de À, influencent faible- 
ment l’inégalité (7.5.7) si bien que l'apport d'énergie à la pulsation 
w, sera incapable de dépasser les pertes. Les raisonnements analogues 
démontrent la stabilité des oscillations à la pulsation w, si les condi- 
Lions (7.5.8) et (7.5.9) sont satisfaites. Il est aisé de montrer que le 
régime biharmonique décrit par les relations (7.5.4) et (7.5.5) est 
instable. En effet, à une petite élévation de À, l'apport d'énergie de 
pulsation ©, diminue plus fortement que l’apport à la pulsation o: ; 
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cela entraîne une rapide diminution de À4,, ce qui provoque l'aug- 
mentation de l’apport d'énergie à la pulsation w,. C'est pourquoi 
une petite élévation de À, par rapport à la valeur stationnaire s’ac- 
compagne d’une brusque diminution de À, et d’un accroissement de 
A,. Le système passe aux oscillations sinusoïdales de pulsation w,. 
Au contraire, une petite diminution de À, par rapport à la valeur 
stationnaire conduit le système au régime des oscillations sinusoïda- 
les de pulsation o:. 

Traitons maintenant le comportement d’un système à deux cir- 
cuils à réaction en fonction de la variation de la pulsation partielle 
du premier circuit, i.e. du désaccord relatif £. A la pulsation v, 
& Vs (E << 0) il existe dans le système une oscillation de pulsation 
w, voisine de v,. Lorsque v, augmente, le système pénètre dans le 
domaine où il est possible l’existence des oscillations de pulsation 
w, comme de pulsation w,. Ce domaine porte le nom du domaine 
d'entraînement de fréquence. Dans le domaine d'entraînement le 
régime de génération dépend de la préhistoire. 

Si le système est entré dans le domaine du côté & << ( (fig. 7.13 
et 7.15) il abrite des oscillations de pulsation &, et d'amplitude À.. 
En cas d'augmentation ultérieure de & le système à & = &, passe 
par saut en régime de génération de pulsation w, et d'amplitude 4.. 
Si le système entre dans le domaine d'entraînement par les £ > 0 
il s’y produit des oscillations de pulsation w, et d'amplitude 4. 
Le passage au régime (w,, À,) se produit à €, inféricur à &,. Les dé- 
saccords &, et &, définissant les frontières du domaine d'’entaîne- 
ment peuvent être obtenus à partir de la condition de perturbation 
de la stabilité des oscillations correspondantes. On distingue les critè- 
res de fréquence et d'amplitude de stabilité. Les critères de fréquence 
de la stabilité se trouvent perturbés aux désaccords auxquels la courbe 
n = / (£) a une tangente verticale, i.e. dt/dn — 0. Pour un couplage 
supérieur à celui critique (4 > 8) la condition d£/dn = 0 fournit 
deux valeurs déterminées de la relation 


= y/20%+#_(8+#). 


L'instabilité d'amplitude apparaît lors des conditions perturbées 
(7.5.7) ou (7.5.9). Supposons qu'à un certain désaccord & le système 
satisfasse aux conditions (7.5.6) et (7.5.7). Lorsque € croît n, — & 
augmente rapidement (fig. 7.13). Avec cela le second membre de 
(7.5.6) croîtet À, diminue. Quant au second membre de (7.5.7) il 
diminue alors que lepremier membre de (7.5.7) augmente. Enfin 
l'inégalité (7.5.7) change de signe à un certain désaccord 6 = f. 
L'apport d’énergie à la pulsation w, deviendra supérieur aux pertes 
en entraînant ainsi l'augmentation de l'amplitude 4,. Le système 
passera en régime des oscillations sinusoïdales de pulsation w,. 


$ 7.5] EFFET D'ENTRAINEMENT 303 


Le passage inverse au régime des oscillations de pulsation w, ne peut 
se produire qu’à la diminution de & lorsque la condition (7.5.9) est 
perturbée, i.e. Ê = £o. 

La variation des amplitudes des oscillations À, et 4, en fonction 
du désaccord & est donnée fig. 7.15. Le rapport des amplitudes à la 
frontière du domaine d'entraînement & = &, peut être tiré de (7.5.7) 


et de (7.5.8). L’amplitude À, qui s'établit après le saut est de V2 
fois supérieure à l'amplitude À, étant dans le système avant le saut. 
Respectivement, à & — & il vient 
A? = 24°. 

Si le couplage dépasse légère- 
ment celui critique, le domaine 
d'entraînement est limité par 
l'instabilité de fréquence. Si le 
couplage est suffisamment fort 
entre les circuits le domaine 
d'entraînement est limité par les 
critères de stabilité d'amplitude. G 2 6 ç 
En cas d’auto-excitation du systè- 
me il s'établit à l’intérieur du Fig. 7.15. Variation de l'amplitude 
domaine de l'entraînement un de l'oscillation générée en fonction du 

ue ne . désaccord & en régime d'entraînement. 
régime qui dépend des condi- 
tions initiales dans le système. 

L'analyse présentée ci-dessus montre que sous l'influence de la 
charge de résonance le système auto-oscillant peut, dans un certain 
domaine de fréquences, changer sa fréquence et son amplitude, inter- 
rompre complètement les oscillations (régime d'’extinction) ou bien. 
adopter un régime de variation saccadée d'amplitude et de fréquence. 
Pour cette raison lors de l’utilisation de la charge de résonance il 
faut prendre des mesures pour réduire son influence inverse sur le- 
système auto-oscillateur couplé au circuit de l’ondemètre. Pour me- 
surer correctement la fréquence générée il faut que le couplage entre 
les circuits de l’oscillateur et de l’ondemètre soit suffisamment lä- 
che (régime de prélèvement d'énergie). Les phénomènes d’entraîne- 
ment et de suppression engendrés par un couplage fort réduisent la 
précision de la détermination de la fréquence. Toutefois l'effet d’en- 
traînement peut être utilisé pour stabiliser la fréquence des aulo-oscil- 
lations. A cette fin en qualité d’un circuit supplémentaire, on monte 
dans le système un circuit à Q élevé. Dans le domaine radio on appli- 
que ordinairement un résonateur à quartz et dans le domaine de fré- 
quences supérieures, un résonateur à volume de @ élevé. A 6, petit. 
le domaine d'entraînement augmente. Dans ce domaine des varia- 
tions notables de fréquence partielle du circuit de l’oscillateur s’ac- 
compagnent de petites variations de fréquence générée. Sur la fig. 
7.13 en trait fort sont représentés des domaines de stabilisation de la 
réquence en cas d'entraînement. 
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En mettant à profit l'effet d'entrainement pour stabiliser la fré- 
quence il faut satisfaire à deux conditions, à savoir: 

a) la gamme de variation de fréquence partielle doit être beau- 
Coup moins étendue que le domaine de stabilisation; 

b) après la mise en marche du système l’oscillateur doit être ac- 
<ordé sur la branche correspordante de la fréquence stable. 

En cas de couplage supérieur à celui critique dans l’oscillateur 
en régime doux d’excitation et à couplage de l'élément actif avec le 
premier citcuit on n’observe que les régimes à une fréquence. Toute- 
fois dans les systèmes plus complexes tels que l'oscillateur en régime 
dur d’excitation ou dans le cas d'une réaction à circuit supplémen- 
taire et à certains paramètres on peut s'attendre à l'existence des ré- 
gimes de génération bifréquentiels. 


$ 7.6. Système auto-oscillant à deux circuits 
au couplage par résistance 


Un système auto-oscillant à deux circuits au couplage par résis- 
tance entre lescircuits possède des réponses en amplitude et en fré- 
quence qualitativement différentes *). Un tel système est représenté 


Fig. 7.16. Oscillateur à deux degrés de liberté au couplage résistif entre les 
circuits 


fig. 7.16. En introduisant comme coordonnées indépendantes les 
tensions aux bornes des condensateurs u, et u,, on obtient les équa- 
tions suivantes 


se e e di 
U: + 20ju: + V°U: — Qilo = MY Rss 


dt ? 
; : (7.6.1) 
Un + 202 + Vale — ou = 0, 
-où 
26= 5, Vi= FF Ù a; = viRC;, iÆ)j, 


*) Kourdumov O. V., Minakova I. I. Radiotekhnika. — 1969. T. 24, n0 6. 
P. 65 (en russe). 
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où i = 1,2, j = 1, 2. Tout comme au $ 7.4 on va résoudre les équa- 


tions (7. 6. 1) par la méthode quasi linéaire en supposart que la 
solution ait la forme 


u, = À cos (wt), u, = B cos (œt + œ). 


En introduisant les désaccords relatifs £ = (vi — v?)}/w* et n — 
= (wo — vi)/ow* et les décréments d'amortissement 8; = 26;/w, 


i — 1, 2 (v, est supposée connue) on obtient le système suivant 
d'équations reliant entre eux À, B, q et w: 


OA (6 — 1) +a.B sin p=0, 
— 200,4 +c,B cos g= — Mv!S (4) 4, | 
n©B + &. À sin = 0, (8:84) 

— V,0B +4 cos p—0. 


Ce système fournit l'équation à la pulsation 


t=n(1+ 5 | (7.6.3) 


où 4° — &;a./w*, le coefficient du couplage par résistance entre les 
circuits. 

Pour trouver l’amplitude des oscillations dans le premier circuit 
il faut se servir de la seconde équation de ce système. En supposant 
que l’oscillateur fonctionne en régime doux, i.e. la pente moyenne 
S (A) est égale à S — S, — (S,/4) À* on obtient l'expression suivan- 
te de l'amplitude des oscillations stationnaires 


ns). (7.6.4) 


Ô? 
= do +-pareen = (dot ere 


où À, est l’amplitude d'’oscillations dans le premier circuit en l’ab- 
sence de couplage, B — MS;v; 2/©, do, l’incrément du premier cir- 
cuit égal à 0, = — Ÿ, -+- MS, v! lo. 

Considérons l'équation aux fréquences (7.6.3). En comparant 
celle-ci à l’équation aux fréquences en présence d'un couplage à réac- 
tion entre les circuits (7.4.7) il vient qu’une seule différence entre 
elles consiste en signe devant le deuxième terme entre crochets. Cet- 
te distinction modifie très profondément la forme de la dépendance 
entre n et le désaccord &. Au point du synchronisme (£ = 0) on n’a 
toujours qu’une seule racine de l'équation (7. 6.3), i.e. lorsque v, — 


— V, la fréquence de l’oscillateur est égale à la fréquence partielle 
du premier circuit (n = O0). | 

La fig. 7.17 donne la dépendance n (£) pour différentes valeurs du 
coefficient de couplage #. On voit de la figure qu'aux grandes valeurs 
de * au voisinage du synchronisme (£ — n = 0) il existe un domaine 
où n dépend faiblement de &. Ce domaine correspond au régime stable 
20—747 
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Caractérisé par la stabilisation de fréquence de l’oscillateur. Le fac- 
teur de stabilisation de fréquence en synchronisme est égal à S — 
— dé/dn |n=o = 1 + #*/2, i.e. il est d'autant plus grand que plus 
grand est le coefficient de couplage et moins est le décrément du se- 
cond circuit. Le domaine de stabilisation se situe entre deux domai- 
nes de non-univocité qui apparaissent à À > 4... La valeur de # 
critique se détermine par la condition dë/dn = 0. Cette condition dit 
que le désaccord n entraînant les sauts de fréquence est égal à 


k° k4 a 
= 04) 26. 


Les valeurs réelles de n ont lieu à #4? => 80%. Ainsi, £cr = V” 88. 
Cette valeur dek,. est beaucoup plus élevée que k.. propre au coupla- 


7 


Fig. 7.17. Variation de la pulsation Fig. 7.18. Variation de l'amplitude 
de l’oscillation générée en fonction du de l’oscillation générée en fonction du 
désaccord & pour différents coefficients désaccord &, 4 > kecr 

de couplage : k,=0, k:< ker, ka> ker 


ge à réaction entre les circuits. La condition de non-univocité 
k? => 80 signifie que 8 (R + R.)*/L, doit être inférieur à R°/L;, 
ce qui n'est possible qu à L, > SL.. 

L'expression de l’amplitude À (7.6.4) indique qu’en présence du 
couplage le branchement du second circuit provoque l’augmentation 
de l’amplitude de l’oscillateur (fig. 7.18), i.e. le circuit supplémen- 
taire shunte la résistance de couplage R, ce qui conduit à la réduction 
de l'amortissement dans le premier circuit. Plus petit est le décré- 
ment d'amortissement du second circuit Ô,, plus grand est l’accrois- 
sement de l'amplitude À par rapport à 4,, l'amplitude de l'oscilla- 
teur n'ayant qu'un seul circuit. La réduction d'amortissement du cir- 
cuit principal est aussi la cause d’excitation des oscillations dans ce 
système à & — 0, même dans le cas où le système à un circuit est 
potentiellement auto-oscillant, i.e. pour lui ÿ, < 0. L’excitation 
des oscillations se produira sous condition que k*0%/(n° + 0°) => 
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> [M |, i.e. pour le coefficient de couplage k# donné aux désac- 
cords n < **0/] 0, | — 82. Aux grands n les oscillations s’interrom- 
pent. 

Le système auto-oscillant à deux circuits à couplage par résistance 
entre les circuits possède des caractéristiques stabilisatrices meilleu- 
res que celles du système à couplage réactif. Cela est dû à ce que le 
domaine de stabilisation de la fréquence se situe au voisinage de 
6 — 0 où le maximum d'amplitude d'’oscillations est atteint. En ou- 
tre, la largeur du domaine de stabilisation au couplage par résistance 
est beaucoup plus grande qu’à celui réactif. 


$ 7.7. Synchronisation réciproque des deux oscillateurs couplés 


Dans le cas des deux oscillateurs couplés de fréquences partielles 
fortement distinctes les systèmes auto-oscillants fonctionnent pra- 
tiquement indépendamment. La 
synchronisation réciproque des 
oscillateurs a lieu au voisinage 
du synchronisme des fréquences 
partielles. Dans Îla bande de 
la synchronisation le système 
n’abrite que des oscillations 
d’une fréquence dont l’amplitude 
et la phase dépendent du désac- 
cord entre les fréquences partiel- 
les et de la relation entre les 
puissances des oscillateurs. 

Considérons le processus de 
synchronisation des deux oscil- Fig. 7.19. Schéma de deux oscilla- 
lateurs sur l’exemple concret du teurs couplés 
montage fig. 7.19. Pour les ten- 
sions porte-drain des transistors u, et u, on obtient les équations 
différentielles suivantes 


Uy + Vi — 26, (ui) u — œü, = 0, 


: : | (7.7.1) 
la + Ville — 209 (Us) Ur — Got = 0. 


Ici v, et v, sont des pulsations partielles des circuits, 26, = M;viS, — 
—R;/L;, S;, la pente non linéaire dépendant de la tension porte- 
drain de l’oscillateur correspondant, &,, æ:, les coefficiens de cou- 
plage: &; — Cy(Ci + C3), i = 1, 2, où C; est une petite capacité 
de couplage. Les équations (7.7.1) sont obtenues en négligeant les pe- 
tits termes d'ordre &;R;/L;. Pour résoudre le système (7.7.1) par mé- 
thode des amplitudes lentement variables posons 


U, = À (t) cos [opt — p(t)], u, = B (t) cos [opt — v (t)], 
(7.7.2) 
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où @ = (V1 + v:)/2, À, B, et p sont des fonctions de temps len- 
tement variables. 

La représentation de la solution sous la forme (7.7.2) est valable 
à l’intérieur de la bande de synchronisation lorsque les oscillateurs 
fonctionnent sur une même fréquence ou au voisinage de la synchro- 
nisation lorsque la différence des fréquences générées est petite. La 
pulsation des oscillations du premier oscillateur est égale à w, — 


— @ — Ÿ(t); pour la pulsation du second oscillateur on a w: — 
— «op — (1). Les équations tronquées pour À, B, 1 et @ s'écrivent 
sous la forme 


À = 5, (4) A+ 7e Bsin D, 


B= 5, (B) B—"%% Asin O, 
(7.7.3) 


p— A; — DE cos, 


® = AY — 0 _ cos ®, 


où D—p—1 est le déphasage entre les oscillations des oscilla- 
teurs A; —@,— V1, As= Oo — Vs; 


27 


Ô1 (À) — _ \ 26, [A cos (w,t —1p)] sin (@ut) d (wit), 
0 


27 
Ô2 (B) — _. \ 2 6 [B cos (@,t — œ)] sin (w,t) d (@ot). 


Û 


Le déphasage ® satisfait à l'équation 


D=— — (a, Sa) cos 4, (7.7.4) 
où A = A, — A, = v, — v, est le désaccord entre les circuits. 

On va résoudre les équations (7.7.3) par méthode de simplifica- 
tion secondaire des équations tronquées ($ 7.3). Prenons comme pe- 
tit paramètre la quantité «;:w/ô, = u<& 1, i.e. le rapport du coef- 
ficient de couplage à l'incrément du premier circuit. La quantité 
a. o9/5, est elle aussi environ égale à pu. 

En présentant la solution des deux premières équations du systè- 
me (7.7.3) sous forme d'une série par rapport au petit paramètre pi 

e- négligeant les termes en u* et les termes supérieurs, il vient 


A = A +pasin®. B=B, — pb, sin ®, (7.7.5) 
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où 4,, PB, sont des amplitudes des oscillations libres des oscillateurs 
(à up = 


dô —1 
pa,=a0B, (2 —— El, 4) | : 
(7.7.6) 
à } 
ub,—=a:004, (2 7 " B;) : 


En régime d'’oscillations synchrones le système génère une pulsation 
égale à © = &y — P = &o — Ÿ. 

On peut déterminer cette pulsation à partir du second couple 
d'équations (7.7.3): 


O=NVe + 5 — 


_ Ào 
FA 


cos ®. (7.7.7) 


En régime synchrone, ® est une quantité constante, i.e. D = O. 
Il découle alors de (7.7.4) que 


24 
© (G240/ Bo —&1Bo/ À) ” 
(7.7.8) 


cos DO — 


Pour un désaccord donné entre 
les oscillateurs A les amplitudes 
des oscillations non liées 4,, BH 
étant connues, il est aisé de “him 0 + Alim À 
Se la phase D de (7.7.8). Fig. 7.20. Variation des amplitudes 
En la portant dans (7.7.5) et  qes oscillations des deux osciillateurs 
(7.7.7) déterminons les amplitu- ue en fonction du désaccord dans 
des À et B ainsi que la pulsation e domaine de synchronisation 
«w des oscillations synchrones. 

La largeur de la bande du régime synchrone est trouvée de la con- 
dition cos D = +1: 


À B 
Am = D (as SE me (7.7.9) 


La [ig. 7.20 présente les variations de À et B en fonction du désac- 
cord À dans la bande de synchronisation pour le cas À, << B,. Si 
A9 € Bo, alors, en conformité avec (7.7.5) et (7.7.6) l'amplitude de 
l’oscillateur plus puissant ne varie pratiquement pas. Cet oscillateur 
joue le rôle d'entraîneur ($ 5.5). La variation de la pulsation en fonc- 
tion du désaccord dans la bande de synchronisation suit la loi li- 
néaire. Si 4, € Bo, la pulsation de génération est voisine de w,, 
pulsation partielle de l’oscillateur plus puissant. Dans le cas des pul- 
sations voisines des oscillateurs lors de la synchronisation les ampli- 
tudes À et B varient toutes les deux. Par ailleurs, la différence entre 
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les oscillateurs entraîné et entraîneur diminue et lorsque À, Æ Bo 
le système admet deux régimes stables: le régime tel que l’oscilla- 
teur à l’amplitude À est entraîneur et l ‘oscillateur à l'amplitude B, 
entraîné et le régime où ces oscillateurs changent de rôles. A l'inté- 
rieur de la bande de synchronisation on peut s'attendre à des trans- 
ferts d’un régime à l’autre s’accompagnant de brusques variations 
d’amplitude et de fréquence. 

La synchronisation réciproque des deux oscillateurs peut être 
utilisée pour stabiliser la fréquence dans le cas où l'oscillateur entrai- 
neur est plus stable que celui entraîné. 


CHAPITRE 8 


OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES LINÉAIRES À 
n DEGRES DE LIBERTÉ 


$ 8.1. Oscillations propres dans les systèmes conservatifs 


Beaucoup de systèmes oscillants sont à considérer comme ceux à 
n degrés de liberté. Les circuits électriques complexes, les filtres en 
particulier, se rapportent au nombre de ces systèmes. Les schémas 
équivalents des circuits UHF sont, en règle générale, des systèmes à 
n degrés de liberté. Comme exemple d’un système mécanique à n 
degrés de liberté on peut prendre une molécule polyatomique. La 
théorie des oscillations dans les systèmes à multiples degrés de liber- 
té est également intéressante lors de l’analyse du mouvement du ré- 
seau cristallin d’un solide. 

Le mouvement dans un système à nr degrés de liberté est décrit 
par z coordonnées indépendantes dont le choix est arbitraire, tout 
comme dans le cas du système à deux degrés de liberté. Ainsi, dans 
les circuits électriques en qualité de variables il est possible de choi- 
sir les tensions aux bornes des éléments de circuit ou les courants 
dans les circuits correspondants. Le nombre de degrés de liberté se 
détermine par le nombre de variables minimal nécessaire à la descrip- 
tion exhaustive du mouvement. 

Tout comme pour les systèmes à deux degrés de liberté on peut 
introduire dans les systèmes envisagés les coordonnées normales. Le 
nombre de coordonnées normales est égal à celui de degrés de liberté 
du système. Le mouvement de chaque coordonnée normale se produit 
indépendamment des autres. Il en vient que chaque coordonnée nor- 
male effectue une oscillation harmonique à la pulsation propre ou 
normale. Toutes oscillations libres et forcées peuvent être présentées 
sous forme de superposition des oscillations normales. 

Pour analyser les oscillations propres dans un système à nr degrés 
de liberté servons-nous d'équations de Lagrange. Supposons que le 
mouvement dans le système se détermine par nr coordonnées générali- 
sées indépendantes qi, Qo, gr + : + An: 

Dans un cas particulier ces coordonnées peuvent représenter les 
déplacements de certains points d’un système mécanique ou les 
charges des conducteurs d'un système électrique. L'énergie potentiel- 
le du système est une fonction des coordonnées généralisées 


V (Qu Ier » e +1 An) 
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Dans la position d'équilibre stable l'énergie potentielle a un mi- 
nimum, i.e. 

OV 

048 so 
pour tous s de 1 à n, où g, sont les valeurs des coordonnées dans la 
position d'équilibre. Si l’on prend en tant que nouvelles coordonnées 


Z, = Qs — Qs0, écarts des valeurs d’équilibre des coordonnées, alors 
pour les petits zx, il vient 


V (mi, Lo) +. Tn)— V (0, 0, ...) 0)= 


=0 (8.1.1) 


1 fev 
Ta ts > laut. (8.1.2) 


{s, 1=1 


L'énergie potentielle étant définie à une constante près, posons nulle 
V (0,0, ..., 0). En utilisant les relations (8.1.1) et en négligeant 
les puissances supérieures des écarts, il vient 


n n 
| 0°V | 
Vrac) D rar hat À kart (8.1.8) 
1 


8, L= s, I=1 


V (x, ..., x,) est une forme définie positive quadratique des 
zx, eth nu —=k1,. De la manière analogue, l’énergie cinétique du systè- 
me représente une forme quadratique définie positive des vitesses 
généralisées x, 
e e e œ e e 
Q 
Tres, 2) | MaTelr. (8.1.4) 
5, L= 
Dans (8.1.3) et (8.1.4) les termes à s — / correspondent à l'énergie 
intérieure des systèmes partiels alors que les termes à s 5 L à l’éner- 
gie de liaison entre le s-ième et l-ième systèmes partiels. Dans un cas 
mécanique, m,, et k,,s correspondent à la masse et l'élasticité du 
s-ième système partiel. 
Si l'on écrit maintenant les équations de Lagrange 


d OT OV 
+ ++ = 0, 
dt 0, Ts 


on obtient nr équations différentielles linéaires de la forme 
MaaTs + Moto + 0 + Minln + knti + hote +... + kintn=0, 


Marti + MosTe Hess Mann + Roy + KaoTo + + + + hontn=0. 
, (8.1.5) 


Mat + MnaTa + + Mann + knata + hnota + +. + kann =0. 
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Pour analyser le système (8.1.5) il est commode d’adapter l’écritu- 
re matricielle. 


Introduisons les matrices de masse m et d'élasticité 4 égales à 


Mais Mayo ++. Min kKin ia --- in 
a m m .. mm a k k PR - 
SE 21 22 on LP 21 22 on 
Mani Mano Mann ki ko kan ’ 
(8.1.6} 


Les deux matrices sont carrées et symétriques. Assimilons mainte- 
nant les coordonnées zx,,2,, . .., zx, aux composantes d’un vecteur 
oscillation x tel que 


RE 
En coniormité avec les règles du calcul matriciel les équations (8.1.5) 
peuvent être mises sous la forme 


ma + kx — 0. (8.1.7) 
La grandeur mx esl un vecteur (matrice à une colonne) et est appelée 


vecteur de force d'inertie. Respectivement £x est un vecteur de force 
d'élasticité ou vecteur élastique. 11 apparaît naturel de chercher la so- 
lution de l’équation (8.1.7) sous forme d’un vecteur 


x— Aeîvt (8.1.8) 
où le vecteur d'amplitude À dans un cas général peut être complexe, 
i.c. ses composantes sont des amplitudes complexes des oscillations 
des coordonnées correspondantes. Il découle de (8.1.8) que x — 
— —4*Aeitt, En utilisant la propriété d'associativité des matri- 
ces on peut écrire au lieu de (8.1.7) 


(— w2m + K) A —0. (8.1.9) 


La solution non triviale de l'équation matricielle sans second 
me mbre (8.1.9) n'existe que dans le cas de l'égalité à zéro du déter- 
minant 


|— w2m + k | —0. (8.1.10) 


(8.1.10) est une équation du degré r en w. Elle fournit les n pulsa- 
tions propres des oscillations du système w5, s = 1,2, ...,n. 
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Etant donné que les coefficients de l'équation (8.1.9) sont des 
nombres réels, le vecteur x, associé à la pulsation propre w, a la for- 
me 


z,= A, exp (jo,t) + A$ exp ( — jo.t). (8.1.11) 
Le vecteur d'amplitude À, doit satisfaire à l'équation 
(— w?m + #) A,—0. (8.1.12) 


Cette équation matricielle est équivalente au système de n équations 
aux amplitudes À, sans second membre. Le premier indice de l’am- 
plitude correspond au numéro de la pulsation propre, le second, au 
numéro de la coordonnée. Le système (8.1.12) permet de trouver le 
rapport des amplitudes A,mA,1 = Xsm- Les quantités x,n forment 
le vecteur K, dit vecteur de coefficients de répartition d'amplitudes à la 
pulsation w, ou forme de la s-ième oscillation propre du système. Les 
coefficients X,m pour tous les s forment une matrice carrée 


LL: 1 
| (8.1.13) 
Lin Mon ce in 
Le vecteur d'amplitude À, s'exprime par K, de la manière sui- 
De A, = AK: (8.1.14) 


Dans un système conservatif tous les coefficients %x,n sont réels, i.e. 
les oscillations de toutes les coordonnées sur la pulsation propre don- 
née s'effectuent en phase ou en opposition de phase. Pour le vecteur 
A on obtient de la manière analogue 


A*— AK. (8.1.15) 


Pour cette raison la s-ième oscillation propre peut se présenter sous 
la forme 


2,—=A,K,es + A Ke st. (8.1.16) 


La solution générale de l’équation matricielle (8.1.7) représente une 
superposition des solutions du type (8.1.16) 


z (t)= 2 CK, cos (ot +p,), (8.1.17) 


où C, —=2|A, |. Dans cette expression C, et q, sont définies par 
les conditions initiales et les formes des oscillations propres K, et 
de la pulsation w, dépendent des paramètres du système. Pour déga- 
ger la s-ième pulsation propre il faut donner à l’instant initial les 
écarts par rapport à la position d'équilibre du système de chaque 


$ 8.2] ORTHOGONALITÉ DES OSCILLATIONS NORMALES 315 


coordonnée proportionnels à K,. Dans ce cas toutes les amplitudes 
C sont nulles sauf C.. 

Comme dans le cas du système à deux degrés de liberté on peut 
pour un système de n degrés de liberté introduire des coordonnées 
normales, i.e. les coordonnées qui effectuent les oscillations harmoni- 
ques quelles que soient les conditions initiales. 11 est possible de les 
introduire de Ja manière suivante. Donnons-nous n oscillations bar- 
moniques de la forme 


nm, = Ccos(ost + p.), s—1.2,3, ...,n. (8.1.18) 
Chacune des oscillations n, peut étre assimilée à l’oscillation norma- 
LO 


le. En effet, la somme > n, représente le mouvement de la première 


a=1 
coordonnée zx, (t). Le mouvement des autres coordonnées pour les 
n, donnés est également défini en conformité avec (8.1.17) 


x, (t) — > Hits dl; 2,:sah: (8.1.19) 


Les relations (8.1.19) sont des formules de transformation des coor- 
données normales en coordonnées x,. Sous forme matricielle (8.1.19) 
a l'aspect 


z=xH, (8.1.20) 


où H est un vecteur formé par les coordonnées normales. 
En passant dans l'équation (8.1.7) de x à H il vient 


H + x-1mtk xH—0. (8.1.21) 


Chaque coordonnée normale effectuant une oscillation harmonique. 
tout n, satisfait alors à l'égalité 


n, + win, = 0. (8.1.22) 


En comparant (8.1.21) avec (8.1.22) on déduit que x-!m-'k%x est une 
matrice diagonale. Ses éléments diagonaux sont des carrés des pul- 
sations propres. 

En résumé lors des oscillations propres du système chaque coor- 
donnée normale effectue des oscillations harmoniques de pulsation 
propre correspondante. Toute oscillation propre représente la super- 
position des oscillations normales. 


S 8.2. Orthogonalité des oscillations normales 
et propriétés extrémales des fréquences propres 


A chaque oscillation normale on peut associer une répartition 
d'amplitudes déterminée suivant les coordonnées, ou une forme d’os- 
<illations déterminée. Les formes d’oscillations correspondant aux 
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différentes fréquences propres sont orthogonales l’une à l’autre. Afin 
de le montrer écrivons l’équation (8.1.7) pour la s-ième et la r-ième 
formes d'’oscillations 


| —omkK,+EK,=0, —omK,+£K, =0. (8.2.1) 


Multiplions scalairement la première des équations (8.2.1) par K, et. 
la seconde, par K,: 


—@K,.mK,+K,KK,=—0, (8.2.2) 
— @K,mK,+ N,£K,—0. (8.2.3) 
Puisque les matrices m et k sont symétriques, alors K mK, = K MK. 


et K,ËK, = K,ÉK.. En soustrayant membre à membre de l'équation 
(8.2.3) l'équation (8.2.2) on obtient 


(&@$ — w°) K,mK, = (0. (8.2.4) 
Si &, 5 w, il en découle que 
K,mK,—0. (8.2.5) 
Par conséquent. la relation 
K,£K,—0 (8.2.6) 


est également valable. 
Les deux dernières relations représentent les critères d’orthogona- 


lité de s-ième et r-ième formes d’oscillations. Le vecteur mK, est ap- 
pelé vecteur force d'inertie correspondant à la s-ième oscillation nor- 


male et le vecteur kK,, vecteur force d'élasticité correspondant à la 
même oscillation. On en conclut que les relations (8.2.5) et (8.2.6). 
peuvent être traitées en tant que conditions d’orthogonalité de la 
forme de la r-ième oscillation normale aux vecteurs forces d’inertie 
et d’élasticité correspondant à la s-ième oscillation normale. Les con- 
ditions d’orthogonalité des oscillations normales permettent de dé- 
gager certaines relations communes pour tous les systèmes à » de- 
grés de liberté. Montrons, par exemple, que l'énergie cinétique de tou- 
te oscillation propre est égale à la somme des énergies cinétiques de 
toutes les oscillations normales. L'énergie cinétique du système 
(8.1.4) s'écrit sous la forme matricielle 


T = x (mx). (8.2.7) 


En passant aux coordonnées normales et en tenant compte de la 
condition d’orthogonalité (8.2.5), il vient 


T=EKin(m ZKn)= » nn K,mK, = nKmK, (8.2.8) 
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De la façon analogue on montre que l’énergie potentielle du système 
à nr degrés de liberté a la forme 


V=S nKEK,. (8.2.9) 


Les expressions (8.2.8) et (8.2.9) montrent qu’on peut représenter le 
système à nr degrés de liberté sous forme d’un ensemble de z systèmes 
qui n'interagissent pas à un degré de liberté dont chacun est doué 
d’une masse M, et d’élasticité X,, les grandeurs W, et X, étant res- 
pectivement égales à ; 


M,=2K,mK,, K,=2K.£K.. (8.2.10) 


Les conditions d’orthogonalité des oscillations normales aident à 
trouver les pulsations propres du système. Le calcul des pulsations 
propres à l’aide de la relation (8.1.10) s'avère dans nombre de cas 
très ardu. Aussi pour les trouver utilise-t-on souvent la propriété 
d'extrémum des pulsations propres. On montre que les pulsations 
propres sont des extrema de certaines relations découlant de la loi 
de conservation de l’énergie et des conditions d'’orthogonalité des 
oscillations normales. 

Soit x, un écart arbitraire par rapport à la position d'équilibre 
du système de toutes les coordonnées à l'instant t — 0. Soit aussi 


zo —= 0 les vitesses de variation de coordonnées au même instant. 
L'oscillation dans le système à tout instant {> 0 peut se mettre 
sous la forme 


z(t}=Ù C.K, cos (w,t). (8.2.11) 


Les amplitudes C, doivent alors satisfaire à la condition initiale 


z,= D CK,. (8.2.11a) 
Selon (8.1.3) et (8.2.11) l'énergie potentielle du système est égale à 


V=rkxz- > C'K.AK, cos? («,t). 


sæmi 


Pour l'énergie cinétique oscillatoire on a (cf. (8.1.4)) 


n A 
T=zmx= à C'oK,mK, sin? (ot). 
s=Â 
Pour les oscillations dans un système conservatif la valeur moyenne 
sur le temps de l'énergie potentielle est égale à celle de l'énergie ci- 
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nétique, soit 


= 1. (8.2.12) 


Rangeons les pulsations propres dans l’ordre de leur croissance: 
D LOL ... L'O. 


Si l’on remplace tous les w% par le carré de la plus basse pulsation 
(8.2.12) se transforme en inégalité 


S' CKÉK« 


 —  — , >. (8.2. 13) 
2 CK;mK; 


Le premier membre de l’inégalité (8.2.13) est une fonction des ampli- 
tudes C,, i.e. une fonction de la répartition initiale des écarts des 
coordonnées æ,. La quantité w est le minimum du premier membre 
de (8.2.13) en fonction de æ,. Donc, en utilisant la relation (8.2.11) 
on à 

o=min ur (8.2.14) 


LZonLo 


Ce minimum est atteint dans le cas où tous les C, sont nuls sauf C.;. 
Alors æ) — C;K;, i.e. la répartition d’amplitudes en coordonnées 
coïncide avec la première forme propre de l’oscillation. Pour trouver 
la seconde pulsation propre w, il convient de choisir un écart initial 
æ, orthogonal à la première forme d'oscillation, i.e. 


zmK,=0 et æxXK;—0. (8.2.15) 


De sorte que dans l'expression (8.2.12) la sommation commence par 
s — 2 et la pulsation la plus basse sera w,. En raisonnant de la mé- 
me manière que ci-dessus on obtient 


rohzo 


z0M2Zo 


@? =mINn =—— 


(8.2.16) 


Cette expression atteint son minimum sous une condition supplémen- 
taire lorsque x, — C,K:, i.e. lorsque la répartition d'oscillations 
initiale coïncide avec la seconde forme propre. On trouvera de la ma- 
nière analogue toutes les pulsations d’oscillations w, et les formes 
propres K.. 

Le fait que les carrés des pulsations propres sont des extrema des 
expressions déterminées permet de la manière approchée de trouver 
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les pulsations propres sans connaître exactement les formes d'oscilla- 
tions. Si l’on remplace z, dans le second membre de (8.2.14) par la 
répartition d’amplitudes voisine de K,C;, l’erreur sur la détermina- 
tion de «, sera très petite car au voisinage du minimum la fonction 
dépend faiblement de l'argument. A titre d'exemple, calculons la 
fréquence la plus basse des oscillations propres du système mécani- 
que composé de cinq mass:s identiques = reliées entre elles par les 
ressorts de raideur Æ (fig. 8.1). La solution exacte du problème est. 
donnée au $ 8.6. Il découle de la solution que la répartition d’ampli- 


Fig. 8.1. Système mécanique vibratoire à cinq degrés de liberté (a) et répartition 
des amplitudes de vibrations à la pulsation la plus basse (b) : Z : solution exacte; 
2: approximation linéaire par morceaux 


tudes sur toutes les fréquences est sinusoïdale, i.e. les formes des 
oscillations propres Ne ont la forme 


1 1) 
FAI | | _v: 
2 — À (0) Ù) 
| 3 H A) 1 se 
1 —1) | ) 


La ne de l’oscillation la ” basse est égale à 


o=V(2— V3) k/m . 


Montrons qu’une valeur de la pulsation propre suffisamment voisi- 
ne peut être obtenue de la relation (8.2.14) si l’on remplace x, par 
une répartition d’amplitudes linéaire par morceaux correspondant à 
la courbe 2 sur la fig. 8.1, b: 

2/3 

4/3 

Zo=| 2 
4/3 
2/3 
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Les matrices m et À pour le système envisagé peuvent être mises sous 
la forme | 


1 0 0 O0 0 2 —î1 (0 (Ù (0 
: 0 1 O0 O0 0 A — 2 —1 0 (0 
m=m| 0 0 1 O0 O0}, k=k O0 —1 2 —1 0 |. 
0 O0 0 1 0 0 O0 —1 2 —1}] 
0 0 0 O0 1 0 0 O0 —1 2 
En effectuant le produit matriciel on trouve 
ht) 2+ k, zymry=8 = m. 


En portant les expressions obtenues dans (8.2.14) on tire la valeur 
approchée de la pulsation propre du système w‘: 


a + 
1 19 m 


£ette valeur approchée de la fréquence ne diffère de la valeur exacte. 
que de 8 % au maximum. En supposant x, une répartition d’ampli- 
tudes parabolique l'erreur de la détermination de la pulsation propre 
sera inférieure à 1 %. 

L'exemple proposé illustre de façon apparente que même la con- 
naissance approchée de la forme des oscillations propres permet de 
déterminer exactement la pulsation propre requise. 


$ 8.3. Vibrations d’une molécule à nr atomes 


Une molécule polyatomique est un système d’atomes en interac- 
tion. Si le nombre total d’atomes constituant la molécule est égal 
à n, la molécule a 3r degrés de liberté. Toutelois, pas tous ces degrés 
de liberté sont vibratoires. A la disposition arbitraire des atomes la 
molécule possède trois degrés de liberté de translation correspondant 
à son déplacement comme d’un tout et trois degrés de liberté de ro- 
tation correspondant à la rotation de la molécule autour de trois axes 
.orthogonaux. Ainsi, le nombre total de degrés de liberté vibratoires 
d'une molécule à x atomes est égal à 3n — 6. 

Dans un cas particulier important, à savoir, lorsque tous les ato- 
mes de la molécule donnée s’ alignent le long d’une droite la molécu- 
le est appelée linéaire. Le nombre de degrés de liberté vibratoires de 
la molécule linéaire est égal à 32 — 5, car on ne peut pas considérer 
comme degré de liberté autonome la rotation de la molécule autour 
de cet axe. Le long de l’axe de la molécule linéaire se rangent 7 ato- 
mes, de ce fait, z mouvements indépendants le long de cet axe sont 
possibles. Un de ces mouvements est de translation, et 7 — 1, vibra- 
toires. On voit donc que pour les mouvements vibratoires qui font 
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sortir les atomes de l'axe de la molécule il reste 3n — 5 — (n — 1) — 
— 2 (n — 2) degrés de liberté. Comme les deux plans orthogonaux 
passant par l’axe de la molécule sont égaux, toutes les vibrations qui 
font sortir les atomes de l’axe de la molécule sont doublement 
dégénérées. Il en résulte que la molécule linéaire de r atomes a 2n —3 
pulsations différentes des vibrations propres. A nr = 2il n’y a qu'une 
seule pulsation propre, à r — 3, il y en a trois, etc. L'exemple 
d’une molécule linéaire à trois atomes est donné par la molécule du 
gaz carbonique CO.. Cette molécule a quatre degrés de liberté vibra- 
toires. Deux oscillations normales de la molécule passent le long de 
son axe. La troisième et la quatrième vibrations font sortir les ato- 
mes de l’axe de la molécule. Calculons les pulsations propres et les 
coefficients de répartition d’'amplitudes suivant les coordonnées de 
la molécule. Supposons que les atomes se disposent le long de l’axe 
OX et ont les coordonnées z,, x,, r3. Ecrivons les énergies potentiel- 


le et cinétique pour les vibrations des atomes le long de l’axe de la 
molécule 


1 ° à “. | "4 { 9 9 
T=zmo(s+x) + mers, V=skl(i 2) + (ss 2), 
(8.3.1) 


où k sont des raideurs correspondant aux vibrations longitudinales 
de la molécule. Eliminons la translation de la molécule en fixant son 
centre de masse : 


Mori, + Mots + Mots = U. (5.3.2) 
En éliminant de la relation (8.3.2) la coordonnée de l’atome du car- 
bone x; = — (mo/mec) (x, + xs) il vient 
_k mo mo 1° mo mo 1° 
v=r [a (1 + | + La mc | +[zs (1 7 re.) +7 }. 
(8.3.3) 


T=mo (14m) ssmo(s me) ms, 


En utilisant ces expressions des énergies cinétique et potentielle 
écrivons les équations de Lagrange pour le mouvement des atomes de 
la molécule le long de l'axe OX 


0 Dr, + (He me) ea 2 EE 50, 
, (8.3.4) 
mê 2 mé : 
DB 53 + mot +2 M a (1 5) 40, 
où Y —= { + mo'Mec. 
31—747 
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Les matrices de masse et d'élasticité pour la molécule du gaz car- 
bonique ont conformément à (8.3.4) la forme suivante 


2 
mo me mo 
AC TR Me 
A col C 
m—=mo 9 k=k mi ” 
m m 
07 DL Vi 
mc mc me 


Les pulsations des vibrations le long de l’axe OX sont déterminées à 
partir de l’équation (8.1.10). En substituant dans cette équation les 


matrices de masse m et d’élasticité Æ on obtient 


2 2 
—wmoX+k (2420) —o 2 + 2xx 20 
me mc 
à a I—=0. (8.3.5) 
qu 20 + 97% O0 omoX + (e+—) 
mc mn mc 0 ma | 
Déterminons de la dernière équation les pulsations des vibrations 


propres 


L’équation matricielle (8.1.12) permet de trouver le vecteur de ré- 
partition d’amplitudes sur chacune des pulsations: 


1 1 
K— OS, K:=€8 —2mo/mc ‘. (8.3.6) 
— À 1 


Il vient de la forme du vecteur K, que la vibration de pulsation w, 
est complètement symétrique (fig. 8.2, a), i.e. la symétrie de la mo- 
lécule ne varie pas par vibrations. Cette vibration est dite de valen- 
ce car elle fait varier la distance entre les atomes du carbone et de 
l'oxygène, distance définie par les forces de valence. La vibration de 
pulsation w, est une vibration de valence antisymétrique (8.2, b). 

Considérons maintenant la vibration de flexion de la molécule 
CO,. Supposons que la flexion se produise dans le plan ZOX (fig. 
8.3). La condition d’immobilité du centre de masses, dans ce cas, a 
la forme 


m 
moZ1 + Mc: + Mozs=0, 2:= Era à 1 Z3). (8.3.7) 
En éliminant la rotation de la molécule comme un tout autour de 


son centre de masses on obtient la condition supplémentaire suivante 
signifiant l'égalité à zéro du moment cinétique de la molécule CO,, 


mo2il = most. D'ici et de la relation (8.3.7) on peut exprimer les 
coordonnées z, et Z3 en z1: 23 = 23 29 = — 2Moz/Mc. 
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Compte tenu de ces égalités on obtient pour l'énergie cinétique 
des vibrations de flexion de la molécule CO, 


T=mo {1+2 >) 2. (8.3.8) 


L’'angle de flexion de la molécule œ est lié aux coordonnées des ato- 
mes z, par la relation 
217722 | 23722 
"ER 
valable pour de petits angles ®. 
Dans la mème approximation, l'énergie potentielle de la flexion 
est proportionnelle au carré de œ: 


y — 2 L ; r (1+2 5 70 -)" (8.3.9) 


1? 


(ES 


où # est la raideur Re aux PRE de flexion de la mo- 


Fig. 8.2. Schéma des vibrations longi- Fig. 8.3. Schéma des vibrations de 
tudinales des atomes dans la molécule flexion de la molécule CO, 
CO, : a: vibrations symétriques; b: 

vibrations antisymétriques 


lécule. L’équation des vibrations de flexion acquiert dans ce cas la 
forme 


mo | +280) n+2 + = (1+ 2) z1=0.  (8.3.10) 
On en tire la pulsation des pra de flexion de la molécule CO, 


DE TE (1+2-70 e.). (8.3.11) 


Le vecteur des coefficients de répartition d’amplitudes à cette 


pulsation a la forme 
1 


K;=— / — 2mo/mc \. (8.3.12) 
1 
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La vibration de pulsation «, est dite vibration de déformation. Elle 
perturbe la symétrie des molécules (cf. fig. 8.3) et représente la dégé- 
nération due à ce que les plans ZOX et Y OX sont égaux. Pour cette rai- 
son, dans le plan YOX on peut avoir la vibration de flexion de la 
même pulsation «3. 

Les vibrations propres de la molécule CO, ci-décrites sont utili- 
sées dans le laser à gaz carbonique. Le schéma simplifié des niveaux 
énergétiques de la molécule CO, et de l'azote N, entrant dans la com- 
position du mélange gazeux du laser est donné fig. 8.4. Le flux d’élec- 
trons engendré par la décharge dans le gaz excite avec une grande ef- 
ficacité les vibrations correspondant au plus bas niveau des molécules 


Mvroux de CD: dives: de hr 


on 


e. 


208 ©00 
Q CO C0 0C0 


Fig. 8.4. Schéma simplifié des niveaux énergétiques des molécules CO, et Na 


d'azote E,. La pulsation de ces vibrations est voisine de la pulsation 
w. des vibrations antisymétriques de la molécule CO,. A la suite 
d’un choc inélastique entre les molécules N, et CO, ilse produit l’ex- 
citation de la vibration antisymétrique de CO, et la molécule passe 
au niveau énergétique E,. Ce niveau est métastable. A partir de ce 
niveau des transitions sont possibles au niveau excité plus bas des 
vibrations symétriques £, et au second niveau excité des vibrations 
de déformation £,. Les niveaux E, et E, sont voisins, il existe entre 
eux une forte liaison du fait d'interaction inélastique entre les molé- 
cules. Les vibrations de déformation de la molécule CO, transmet- 
tent facilement. leur énergie aux électrons de la décharge gazeuse. 
Pour cette raison la population des niveaux £, et Æ, est faible. Les 
transitions entre £, et E, ou £, et Æ, sont les transitions de travail 
du laser à CO.. Elles correspondent à la génération du rayonnement 
de longueurs d'onde 10,6 et 9,6 um. Notons que sur la fig. 8.4 on a re- 
présenté seulement un spectre schématique des niveaux énergétiques 
Jes plus bas du mélange gazeux de CO, et de N,. Le spectre réel est 
beaucoup plus riche car chaque niveau vibratoire se scinde en plu- 
sieurs niveaux rotatifs voisins. | 
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Considérons maintenant une molécule plane dont tous les atomes 
sont placés dans un plan où cette molécule possède 22 degrés de li- 
berté. Il y en a deux de translation et un de rotation si bien que le 
nombre de degrés de liberté de vibration constitue 22 — 3. Pour les 
vibrations qui font sortir les atomes du plan il reste 3n — 6 — (2nr — 
— 3) = n — 3 degrés de liberté. Ceci signifie que la molécule à 3 
atomes ne possède pas de telles vibrations propres qui feraient sortir 
les atomes du plan. Voici la molécule H,0 en guise d'exemple d’une 
molécule triatomique. Les atomes de cette molécule forment un tri- 
angle isocèle. Comme on a indiqué ci-dessus toutes les trois vibrations 


2 à C 


Fig. 8.5. Schéma de vibrations des atomes dans la molécule H,0 : a: vibration do 
valence; b: de déformation; c: antisymétrique 


de la molécule s'effectuent dans un plan. Les schémas de tous les 
trois types de vibrations sont donnés fig. 8.5. Le premier type de vi- 
brations (fig. 8.5, a) est une vibration de valence. Le deuxième type 
de déformation (fig. 8.5, b) fait varier l’angle entre les droites re- 
liant les atomes de l'hydrogène avec l’atome de l'oxygène. Ni le pre- 
mier ni le deuxième types de vibrations ne changent pas la symétrie 
de la molécule de l’eau et, par conséquent, elles sont entièrement sy- 
métriques. Le troisième type de vibrations (fig. 8.5, c) perturbe la 
symétrie de la molécule et est antisymétrique. Etant donné que la 
masse de l’atome d’oxygène est de 16 fois plus grande que celle de 
l'atome d'hydrogène, le déplacement de l’atome d'oxygène dans tou- 
tes les vibrations est beaucoup plus petit que les déplacements des 
atomes d’hydrogène. 


$ 8.4. Oscillations forcées dans les systèmes 
à ñn degrés de liberté 


Un système linéaire à nr degrés de liberté satisfait au principe de 
superposition des oscillations. Pour cette raison le problème d'’oscil- 
lations forcées dans un système sous l'effet d’une force périodique 
quelconque se ramène à la recherche des mouvements forcés du systè- 
me résultant de l’action d’une seule force harmonique de pulsation p. 
Dans le cas général la force peut agir sur chacune des coordonnées. 
De sorte que la force d’excitation se représente par le vecteur Fei?t, 
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ses composantes décrivant les amplitudes des forces affectant les coor- 
données respectives. Si le système envisagé est conservatif l’équa- 
tion de ses oscillations sous forme matricielle s'écrit ainsi 


mr + kxz=Feir!, (8.4.1) 


Les oscillations forcées du système, i.e. les oscillations se produisant 
à la pulsation de la force extérieure peuvent s'écrire 


xz— Aei! (8.4.2) 


où À est le vecteur d'amplitude d’oscillations forcées. En portant la 
solution (8.4.2) dans (8.4.1) on obtient l'équation pour le vecteur 
d'amplitude 


(k— p?m) A=F, (8.4.3) 
d'où vient 


A=(k— pm) EF. (8.4.4) 


On en conclut que pour trouver l'expression d'une oscillation forcée 
sous une forme matricielle il faut chercher une matrice inverse de la 


matrice 4 — pm. Certaines conclusions générales sur le caractère 
de l’oscillation peuvent être tirées sur la base de la forme de la solu- 


tion (8.4.4). La matrice (4 — p*m)"! à la pulsalion p égale à’une 
des pulsations propres w, du svstème defient infinie si bien que le dé- 


terminant de la matrice À — wm est égal à zéro (conformément à 
(8.1.10)). En résumé, à p — w, le système est le siège d’une résu- 
nance. 

Une autre voie de recherche des oscillations forcées consiste dans 
le développement de la solution inconnue par rapport aux oscilla- 
tions propres du système. Pour ce faire le vecteur d'amplitude À 
est à décomposer suivant les vecteurs K, de coefficients de répartition 
d'amplitude des oscillations propres du système 


n 
A= À BK. (8.4.5) 
KR — 
Maintenant le problème se réduit à la recherche des coefficients incon- 


nus /Z?,. Décomposons la force d’excitalion suivant les vecteurs de 
force d'élasticité 


F= fEK,, (8.4.6) 
CES | 
où , sont les coefficients de décomposition. Les coefficients f, peu- 


vent être trouvés en utilisant la condition d’orthogonalité des formes 
propres et des vecteurs de force d’élasticité (8.2.6). En multipliant 
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scalairement l'égalité (8.4.6) par K, écrivons les coefficients f, 
sous la forme 


RECU (8.4.7) 
K,ÉK, 


En mettant (8.4.5) et (8.4.6) dans l'équation (8.4.3) nous avons 


> Le. (1-2) —1, )Ëk,=0. (8.4.8) 


s={ 


En utilisant la condition d’orthogonalité (8.2.6) il est aisé d'obtenir 
les expressions des coefficients B,: 


_ 
Br - (8.4.9) 


D'où l’amplitude des oscillations forcées 


sKs 


= 


On voit immédiatement avec (8.4.10) que lorsque p —+ w, les ampli- 
tudes de toutes les coordonnées tendent vers l'infini, i.e. il se produit 
l'accroissement de résonance de l’amplitude. Il n’y aura pas de ré- 
sonance à la pulsation o, si le vecteur force excitatrice est orthogonal 
à la s-ième oscillation propre. Dans ce cas en conformité avec (8.4.7) 
Je coefficient f, est nul. Dans le système à 2 degrés de liberté l’accrois- 
sement de résonance de l’amplitude ne peut non plus avoir lieu si 
la force excitatrice n’agit que sur la seule l-ième coordonnée. Cela 
arrivera dans le cas où sur la fréquence donnée w, %x,, s’annule, i.e. 
la /-ième coordonnée est un nœud de la st oscillation et donc la force 
est appliquée au nœud de l’oscillation correspondante. 


$ 8.5. Oscillations dans le système dissipatif 
à n degrés de liberté 


S'il y a amortissement, le calcul pour les systèmes à n degrés de 
liberté devient encore plus encombrant. Si l'amortissement a le 
caractère d’un frottement visqueux on peut introduire la matrice de 
dissipation d'énergie de la forme 


hii Rae Rhin 
=" Roi oo Ron (8.5.1) 


Ras His és 
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et résoudre une équation matricielle 


mr + hz +. kx=0 (8.5.2) 
ou 
mr +hz+kz=Feir (8.5.3) 


selon que l’on cherche les oscillations propres ou forcées. 
Les oscillations propres du système peuvent être cherchées sous 
la forme 


z(t)=Aelt. (8.5.4) 


En mettant (8.5.4) dans (8.5.2) on obtient les équations du degré 
2n par rapport à À 


| mAZ+ RA + k | =0. (8.5.5) 


L'équation (8.5.5) ayant des coefficients réels, toutes ces racines 
complexes seront conjuguées deux à deux, i.e. 


A,=6,+jw,, À$—=06,— jo, (8.5.5a) 


où Ô, et w, sont des nombres réels. 

On peut montrer que pour un système dissipatif non conservatif 
dépourvu de sources d’énergie tous les 6, > 0. Les quantités À, sont 
souvent appelées fréquences propres complexes du système. En substi- 
tuant les 4, de (S.5.5a) dans (8.5.4) et en tenant compte de (8.5.2) on 
obtient les équations aux coefficients de répartition. Dans ce cas les 
coefficients de répartition seront complexes. La solution générale du 
système d'équations (8.5.2) a la forme 


z(t)=Ù Ce ‘s'K, cos (w,t + w,). (8.5.6) 


Jci les composantes des vecteurs K, sont complexes et peuvent se 
mettre sous la forme %x,, exp ljbul. 

L'oscillation de chaque coordonnée représente une superposition 
des oscillations amorties, les coefficients de répartition d'oscillations 
à la pulsation w, étant déphasées d'une quantité 1,, en différentes 
coordonnées du fait de leur nature complexe. L’amplitude C, et la 
phase œ, sont déduites d'ordinaire des conditions initiales. 

Lors de l'analyse des oscillations forcées dans un système non 
conservatif à z degrés de liberté on a à résoudre l'équation (8.5.3). 

En décomposant le vecteur d'amplitude des oscillations forcées 
Aeïrt suivant les vecteurs K, on trouve 


ñn 
_ f:K 
AL RÉ TENOE si, 
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Donc, si la fréquence de la force d’excitation coïncide‘’avec l’une 
des fréquences propres on assiste à une résonance dans le système. 
Toutefois l'amplitude des oscillations forcées reste bornée à Ja 
résonance. 


$ 8.6. Oscillations dans les chaînes homogènes 


L'analyse des oscillations dans les systèmes à nr degrés de liberté 
est notablement simplifiée si le système représente une chaîne d’élé- 
ments homogènes montés en série. La considération des oscillations 
propres dans une telle chaîne représente un intérêt car celle-ci est un 


€ 2 € L E LL C L 
LE gé | 2 ss | ILE Le | Cf hé | 
ii |” 1 T” T° [° 


Fig. 8.6. Schéma d'une chaîne homogène 


analogue unidimensionnel du réseau cristallin composé d'atomes 
identiques. Les chaînes homogènes électriques et mécaniques soumi- 
ses au régime d'’oscillations forcées sont utilisées comme filtres trans- 
parents ou opaques pour une bande de fréquences déterminée. 
Considérons les oscillations dans une chaîne homogène sur l’exem- 
ple d’un filtre à bande représenté fig. 8.6. Choisissons comme coor- 
données indépendantes les charges q, ayant traversé vers l'instant à 
la section droite des bobines correspondantes. Exprimons en ces 
coordonnées les énergies magnétique et électrique du système composé 
de N + 1 éléments: 
NH N+1 a | ; 
2T= D Lu =D E+ (8.6.1) 
n=1 n= 1 
Les équations de Lagrange pour une chaîne ayant une énergie 
(8.6.1) ont la forme 


Lqn + (+++) An — 5 (Qn-1 + Qn+1) =0. (8.6.2) 


L'équation (8.6.2) est valable pour toute maille de la chaîne sauf la 
première et la dernière. Les charges de la {tre et de la (N + 1)° 
mailles sont déduites des conditions aux limites. Considérons le cas 
du système aux extrémités ouvertes, i.e. 


D =0, Qvh = 0. (8.6.3) 
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Cherchons une solution particulière du système (8.6.2) sous la forme 
An = Qnett. (8.6.4) 


En substituant la solution (8.6.4) dans (8.6.2) on obtient la relation 
entre les amplitudes d'oscillations dans les éléments voisins de la 
chaîne 


(v° Eu &°) Qn — 4 (Qr dt Qu 1) = 0, Reseau, (8.6.5) 


où v* = 1/LC + 2/LC, est le carré de la pulsation partielle, &« — 
= 1/LC,, le coefficient de couplage. 

La solution du système d'équations (8.6.5) peut s’écrire de la 
manière suivante 


Q, = Aeirb : (8.6.6) 
En substituant (8.6.6) dans (8.6.5) on a 
V2 — ©? — à (eib -He-38) =0, (8.6.7) 
d'où 
dis ! 
cos B— = : (8.6.8) 


Conformément à (8.6.6) la quantité B représente le déphasage dans 
un élément de la chaîne. Pour cette raison l'équation (8.6.8) reliant 
la fréquence d'oscillations w et le déphasage B est dite équation de 
dispersion de la chaîne. Les valeurs réelles de B ont lieu à la seule 
condition que 

A a v— 2aLwLv°-+ 204 (8.6.9) 

24 = *! == = se Are 

À chaque valeur de w de l'intervalle (8.6.9) correspondent deux va- 
leurs de f égales en module mais de signes contraires. 

Donc, la solution générale du système d'équations (8.6.5) a Îa 
forme 


Q,—=Aeiln+ Be-ibn, (8.6.10) 


Pour trouver les fréquences d'oscillations propres de la chaîne 
servons-nous des conditions aux limites (8.6.3) 


Aeïb+ Be-8—0, AeN+1)E Be-iMN+1) =, (8.6.11) 


Ce système d'équations est compatible si 


sin BV = 0, (8.6.12) 

i.e. BN = sx ou B = sx/N et B — —Ae-2if, En utilisant la rela- 
tion (8.6.8) trouvons les fréquences propres 

&b?= v?2— 2a cos +. (8.6.13) 
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La chaîne aux extrémités ouvertes (g, = 0, qnw+1 = 0) représentant 
le système à V — 1 degrés de liberté, on a N — 1 pulsations propres: 
s—1;2; . N — 1 situées dans la bande de transparence du sys- 
tème (8. 6.9). ‘Les valeurs S—= 0 et s — N donnent les fréquences 
critiques où = v? — 2 et w£r2 = v° + 2. Pour s > N (8.6.15) 
fournit les mèmes valeurs de w, 
qu'à s << N. 

On peut trouver les expres- 
sions des amplitudes Q,, de 
(8.6.10) en tenant compte de 
(8.6.12). Le premier indice de 
l'amplitude, de charge se rap- 
porte au numéro de la maille, 
le second, au numéro de la pul- 
‘sation propre 


Qns=À, CXP L + 
+ B,exp ( — ] ..  (8.6.14) 


Pour s—0 et s = N, Q,, est 
nulle, ïi.e. les amplitudes de 


toutes les coordonnées à la pul- Fig. 8.7. Répartition d'amplitudes 
sation critique sont nulles. selon les mailles d’une chaîne homo- 


RU : : gène sur chacune des pulsations pro- 
Ainsi les oscillations propres pres 


de la chaîne de NW + 1 éléments 
aux je ouvertes sont décrites. par les expressions suivantes 


pe= 2 Din ED D cos (w,t +), n=1, 2, ..., N+1. 
(8.6.15) 


Les quantités Ÿ, et œ, sont définies par les conditions initiales. 
L'oscillation propre de la r-ème maille représente la superposition 
de Ÿ oscillations normales. La répartition d'amplitudes en coordon- 
nées pour chaque pulsation propre se fait d’après la loi sinusoïdale. 
Sur la fig. 8.7 on donne la répartition d’amplitudes Q,,, selon les 
mailles de la chaîne sur chaque pulsation propre pour le cas où N = 6, 
U = 43 = 0. Comme on voit sur la figure, à © — w, les oscillations 
dans tous les éléments de la chaîne s'effectuent en phase et la longueur 
de la chaîne équivaut à une demi-onde. Avec l’augmentation du nu- 
méro s le nombre de demi-ondes portées sur la chaîne augmente. 
A la s-ème pulsation propre le nombre de demi-ondes est égal à s. 
Considérons maintenant les oscillations forcées dans une chaîne 
homogène représentée fig. 8.8. Supposons qu’à une des extrémités 
‘est appliquée une force d'excitation sinusoïdale € (t) — &,eir!, 
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alors que l’autre extrémité débite dans une impédance arbitraire Z.h. 
Utilisons la partition dite en T, i.e. assimilons la chaîne aux quadri- 
pôles en T montés en série (fig. 8.9). 

Les tensions de sortie (u,) et d'entrée (u, +,) satisfont aux équa- 
tions de Kirchhoff suivantes 


L di | ; : 1 : 
ne + Te À Un in) dt+ 7e | indé 


| 8.6.16} 
4 Q Q L d n+ «| Q ( 
— Uni = —\ (Ën+1 —Ën) dt + RL + | bn+1 dé. 


Nous ne nous intéressons qu'aux oscillations forcées et de ce fait. 


[A L C L C L 
( ne 1e 1 Co | Ce z.Ù 


Fig. 8.8. Schéma d’une chaîne homogène à force extérieure et à charge à l'extré-- 
mité 


4/2 2C 41/2 2C L/2 20 L/2 26 c/2 20 L/2 26 
Me Pb br 2 ln He-- 


74 


1” Un Il Co ntf T” 


Fig. 8.9. Représentation d'une chaîne homogène sous forme de quadripôles en T' 
montés en série 


présentons les tensions et les courants sous les formes 
Un (t) 0 EXP (pt), Un+1 (t) = Un: EXP (pt), 
in (4) = In exp (pt),  Én+s (t) = Tn+1 Xp (pt), 


Où Un, In, Un +1: Zn +1 sont des amplitudes complexes des tensions. 
et des courants. 


En substituant (8.6.17) dans (8.6.16) on obtient les équations. 
algébriques aux amplitudes complexes: 


Un = (Z + Loin — Zolntir — Un = —ZLilh + 
+ (Zi + Zola (8.6.18) 
où Z,, Z, sont des impédances complexes série et parallèle de la: 
maille. Notons que les équations (8.6.18) sont valables pour une: 


chaîne symétrique composée de mailles en T comportant toute com- 
binaison de résistances complexes linéaires. 


(8.6.17) 
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Cherchons une solution du système d'équations (8.6.18) sous 
la forme 


U, = Ae", I, = BeYn, (8.6.19) 
Où y dans le cas général peut être une grandeur complexe, i.e. 
y=a+ijp. (8.6.20) 


En substituant la solution possible (8.6.19) dans (8.6.18) on 
obtient deux équations homogènes linéaires par rapport aux ampli- 
tudes À et B: 


= (2, + 22)B — Zeb, (— A = — Zeb + 
+ (Z, + Z:)B. (8.6.21) 
Ce système d'équations a une solution non triviale dans le cas où son 
déterminant est nul. En égalant à zéro le déterminant on obtient la 
relation suivante 
chy = 1 +2,/2, (5.6.22) 


La dernière expression fournit la relation entre la pulsation de la 
force d'excitation p et la quantité y déterminant le caractère du 
phénomène. 

Considérons séparément deux possibilités: |1 + 2,/2, |< 1 
J1 +2Z,/Z | > 1. Pour le schéma envisagé l'inégalité | 1 + 
+ Z1/Z: | Li est valable si la pulsation p est incluse dans les limites 


pi = v— 2a< p°< v* + 24 = pi. (8.6.23) 
Dans ce cas y est une quantité purement imaginaire, de plus il en 
existe deux valeurs de signes contraires: y, = —jf, y: = jf. 


Respectivement, la solution de (8.6.19) peut être mise sous la 
forme 


U,=—= Aje-in+ Aeïln, J,— Bie-ilr + Beibr. (8.6.24) 


Pour chaque valeur de y on peut trouver de (8.6.21) la dépendance 
entre les amplitudes complexes À, et BH, (s = 1, 2). Ainsi pour y, — 
— — jf on obtient P,/4, = (Z, + Z, — Z.e-i8)-! ou, compte tenu 
de la relation (8.6.22), 


SR RE 
PDT ETTÉ (8.6.25) 
Respectivement, pour y, = jf on a 
| 
= ARE (8.6.26) 


Donc, les solutions de (8.6.24) peuvent être mises sous la forme 
Un (t) = À: exp [j (pt — Bn)1+ 42 exp [j (pt + Br)], 


"A (8.6.27) 
in (t)= 7 ETS exp li (pt—Bn)l— zip XP L (pt + Bn)]. 


3 34 SYSTÈMES LINÉAIRES À n DEGRÉS DE LIBERTÉ [CH. 8. 


Chacun des termes de (8.6.27) peut être associé à une onde progres- 
sive. Toutefois, à la différence du milieu continu la phase de l’onde 
varie non pas continüment mais par saut, de valeur B, lors de la 
transition de la n-ème maille de la chaîne à sa n + 1-ème. 

Selon l'hypothèse, la f.é.m. d'excitation est appliquée à la maille 
d'entrée de la chaîne à laquelle on affecte le numéro n = 0. Dans 
(8.6.27) les premiers termes correspondent à l’onde se propageant de 
la source et les seconds à l'onde réfléchie par la charge. L'’amplitude 
de ces ondes se déduit des conditions aux limites 


Uo = ÉpeXp(jpt), un = inZch: (8.6.28) 


La seconde condition aux limites qui définit la relation entre la 
tension et le courant à la sortie de la chaîne (n = N) permet de 
trouver le rapport A4,/A,: 


4 ain REXP(—ÏBN)+(42/A1)exp (BN) _, 
122810 Baxp (6m) (Asapexpupn) — 7en  (8:6.29) 


En désignant jZ, sin B — Z, conférons à (8.6.29) la forme 


A Zen — 2 : 

4 — ZT Ze XP (— j2BN). (8.6.30} 
Si l’impédance de la charge Z.., est égale à Z,, alors comme on le voit 
de la dernière relation, l'onde réfléchie est absente dans la chaîne. 
La grandeur 2, est dite impédance caractéristique de la chaîne. Si la 
chaîne est chargée par l’impédance caractéristique alors toute l'é- 
nergie qui s’y propage sera absorbée par cette résistance. En l’ab- 
sence des pertes, l’impédance caractéristique s'exprime par une 
grandeur réelle, fonction des paramètres de la chaîne et de la fré- 
quence de la force d'’excitation. Pour la chaîne en question 


Lo= + Vi-(SE). (8.6.31) 


L’impédance caractéristique dépendant de la pulsation la condi- 
tion d'adaptation de la chaîne à la charge (Zn — 2) ne peut pas 
être satisfaite dans une large bande de fréquences. 

Si Zen #Æ Lo, alors simultanément avec l’onde se déplaçant de la 
source il existe aussi une onde réfléchie. La solution (8.6.27) a dans 
ce cas la forme 


un (#)= As exp [j (pt —Bn)] +2 A exp [j (pt +Bn —28N)], 


(8.6.32) 
En (9) 52] exp Li (pt — Bn)]— FT exp [j (pt + Br — 2BN) | 


Par analogie avec le système continu le rapport de l’amplitude com- 
plexe de l’onde réfléchie à l’amplitude de l’onde incidente est appelé 
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coefficient de réflexion dans la n-ème maille 


sa Z h—2 , 1] 5 
as TR TA CXP [— j2B (N —n)]. (8.6.33) 


Pour Z.n # Z il n’y a qu'une partie d'énergie qui est absorbée dans. 
la charge, alors que le reste est restitué à la source d'énergie. 

Pour une chaîne court-circuitée (Z.1, — 0) et une chaîne ouverte 
(Zen— ©) le module du coefficient de réflexion | R | = 1 si bien 
qu'il existe dans la chaîne une onde purement stationnaire. Ainsi 
pour Zch =0 


uh(t)= D,cos(pt)sinB(N—n), où D;—2je-38NA,; (8.6.34) 
pour Zeh —> © 

uh(t)= D, cos(pt)cosB(N—n), où D,=2e-3BNA,. 

Pour une onde purement stationnaire le flux d'énergie émise par 
la source vers la charge est nul. L'amplitude À, dans (8.6.32) et 
(8.6.34) peut être déterminée à partir de la première condition aux 
limites (8.6.28). 

Outre l’impédance caractéristique sont importants dans la pra- 
tique les paramètres suivants de la chaîne: 

a) l’'impédance d'entrée définie comme le rapport de la tension 
au courant à l’entrée de la ligne: 


; U A, — A : 
ZLentrée = Te = Zo AA ; (8.6.35) 


b) le coefficient de transmission de la chaîne, i.e. le rapport de: 
la tension du signal de sortie à la tension du signal d'entrée: 


K=U Un. (8.6.36). 


Si l'entrée de la ligne est alimentée par une source dont l’impé- 
dance interne est beaucoup plus petite que celle caractéristique, 
(8.6.36) admet la forme 


K=U lo (8.6.37) 
Si la charge est adaptée à l’impédance caractéristique de la chaîne 
(Zen = Lo) il vient que Zeutrée = 20 et | À | = 1. Dans le cas d'une 


chaîne non adaptée l’impédance d'entrée et le coefficient de trans- 
mission peuvent prendre toutes les valeurs, de zéro à l'infini, à la 
variation de la fréquence. 

Considérons encore un cas possible: | 1 + Z,/Z, | > 1. Cette: 
inégalité est valable soit à 


B=0 et cha>1 (8.6.38} 
soit à 


B—x et ch(a+jn)=—cha< —1. (8.6.39} 
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Le domaine de fréquences pour lequel B = 0 et ch a! s'étend 
entre O et la pulsation p,, i.e. 


0 p° << p} = v? — 2a. (8.6.40) 
Dans cette gamme de valeurs de p la solution (8.6.19) a la forme 
U, = Aje-on + Aer, (8.6.41) 


Ici le premier terme caractérise le processus oscillatoire tel que tous 
les éléments oscillent en phase alors que l’amplitude diminue de fa- 
çon exponentielle dans le sens 


2 des numéros croissants de la 
ë chaîne. Pour un grand nombre 
d'éléments (a >> 1) le processus 

j sera amorti avant que les 

| oscillations atteignent la charge. 


I 1 Si cette condition est remplie 
1154587893Tn le second terme dans (8.641) 
Fig. 8.10. Répartition de tensions sur dû à la réflexion par la charge 
les mailles de la chaîne pour p < p, peut être négligé. Dans ce cas 

l'enveloppe de la répartition de 
tension sur les mailles a la forme d’une exponentielle (fig. 8.10). 


Le coefficient de transmission de la chaîne pour aN »© 1 sera 
égal à 


K=Unl£&o—=e-t\. (8.6.42) 


Il s'ensuit que À chute avec l’augmentation du nombre demailles W, 
i.e. la chaîne ne laisse pas passer les oscillations d'aucune des fré- 
quences inférieures à la valeur p.. 


Le domaine de fréquences pour lesquelles B = x et | ch & | > 1 
s'étend de p, à l'infini. La solution pour ce domaine de fréquences 
‘est 


U, = (—1)" (Aie-2r + Aer), (8.6.43) 


Si le nombre de mailles est grand (4 >> 1), on peut restreindre la 
solution au seul premier terme. Dans ce cas la répartition d’amplitu- 
des suivant les mailles est décrite par une loi exponentielle. Toute- 
fois dans le domaine de fréquences p > p, les mailles voisines oscil- 
lent en opposition de phase (fig. 8.11). Le coefficient de transmission 


coïncide en module avec À donné par la formule (8.6.42). Si N est 


grand le coefficient K peut être fait très petit pour toutes les p < Pi 
et: p > P:: ° ‘ | | 
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Ainsi, la chaîne envisagée représente un filtre à bande transpa- 
rent aux fréquences situées dans la’ bande de transparence (8.6.23) et 
filtrant les pulsations p << p, et p > p,. Les pulsations p, et p, sont 
des pulsations de coupure du filtre. 

La réponse en fréquence du filtre à bande, i.e. la dépendance du 
coefficient de transmission de la pulsation en l'absence de l’amor- 


Ur. 
4 
1 
# P, ? 
Fig. 8.11. Répartition de tensions sur Fig. 8.12. Réponse en fréquence du 
les mailles de la chaîne pour p > pa filtre à bande 


tissement et Zen — Z, a la forme représentée fig. 8.12. La présence 


d'amortissement lisse le caractère abrupt de la variation de X lors du 
passage par les fréquences de coupure. 

Dans le cas des chaînes symétriques à structure des mailles dis- 
tincte de celle considérée ci-dessus la bande de transparence sera 
définie par la relation générale | 1 + Z,/2, | 1. La pente de la 
chute de caractéristique à p << p, et p > p, dépend du nombre de 
mailles V. Plus est grand, plus est abrupte la chute de la carac- 
téristique. 
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CHAPITRE 9 


SYSTÈMES PARAMEÉTRIQUES ET AUTO-OSCILLANTS 
À n DBEGRÉS DE LIBERTÉ 


$ 9.1. Systèmes paramétriques à 7 degrés de 
liberté. Relations de Manley-Rowe 


Les systèmes à n degrés de liberté trouvent des applications 
dans les dispositifs paramétriques et auto-oscillants. Un système 
paramétrique à n degrés de liberté se compose d’une réactance non 
linéaire et d’une ligne linéaire à » circuits accordés sur les fréquences 
de combinaison des deux signaux extérieurs appliqués au système. 
Manley et Rowe *) ont montré que les puissances dégagées dans cha- 
cun des circuits sont reliées entre elles par des relations déterminées. 
Celles-ci permettent de déterminer les gains maximaux et les coeffi- 
cients de transformation d’un système paramétrique complexe. 

Etudions le comportement d'une capacité non linéaire sous 
l’action de deux f.é.m. de pulsations incommensurables o, et w. 
Si la liaison entre la charge et. la tension wc. aux bornes de cette 
capacité q (ue) est univoque, la charge de la capacité non linéaire 
contiendra des pulsations de combinaison de la forme our = Mon + 
+ lw,. Les quantités m et { sont des entiers positifs ou négatifs. L'un 
d'eux peut être égal à zéro. Etant donné que seules les pulsations 
de combinaison positives ont le sens physique les nombres m et | 
ne peuvent simultanément être négatifs. Si le nombre m est négatif, 
Om > O0 uniquement lorsque {> ]|m | œ,/w. Si, au contraire, 
c'est L qui est négatif, | / | doit être inférieur à mo,/o. 

Supposons que la capacité est couplée en parallèle avec un norm- 
bre infini de circuits linéaires composés d’un filtre F et d’une résis- 
tance R (fig. 9.i). Les filtres sont supposés parfaits, c’est-à-dire qu'ils 
laissent passer seuls les courants d’une seule fréquence correspon- 
dant à une valeur déterminée des nombres m et /. Dans chaque résis- 
tance R il se dégage une puissance P,,, à la pulsatlion w,, transmise 
par le filtre correspondant F. Les oscillateurs de pompage et de signal 
extérieurs délivrent la puissance P,, à la pulsation de pompage w, 
et la puissance P,, à la pulsation du signal w,. Si la capacité non 
linéaire est dépourvue de pertes, elle ne consomme pas d'énergie 
et transforme la puissance fournie en celle d’oscillations P,, sur 
diverses fréquences de combinaison. Supposons que la puissance 


*) Manley J., Rowc H./Proc. IRE. 1956. V. 44. n° 7. 904. 
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fournie dans le système soit positive et les puissances perdues dans 
les résistances, négatives. 

En 1956 Manley et Rowe obtinrent des relations entre P,,, par 
voie de multiplication des courants et des tensions dans le montage 
de la fig. 9.1. Cette déduction est bien encombrante et ne rend pas 
évident le sens physique des relations établies. Pour cette raison on 
va obtenir les 1elations de Manley-Rowe par une voie plus simple et 
physiquement plus démonstrative en partant de la considération 
quantique des transformations des puissances ayant lieu dans ce 
système. 

Ecrivons la loi de conservation du nombre de quanta de pompage 
dans le système étudié. L’oscillateur de pompage fournit dans le 


Moy +lwy 


Fig. 9.1. Schéma de principe d’un système paramétrique à plusieurs circuits 


système une puissance P,,. Cela signifie que par unité de temps le 
système reçoit N, = f’,5/hw) quanta de pompage. Ces quanta 
sont dépensés pour former les oscillations de combinaison. Les 
oscillateurs de pompage ne sont pas les seules sources de quanta dans 
le montage. En effet, lors de la formation d’un quantum de pulsation 
de combinaison on, = Mo) + lo./à m négatif il se produit simulLa- 
nément l'apparition des quanta de pompage. La création d’un quan- 
tum de pulsation w,< accompagne d'absorption de ! quanta de pul- 
sation &, et de formation de | m | quanta de pulsation w,, puisque 
Rom: = la -— | m | hw,. Par ailleurs, le nombre ! doit être supé- 
rieur à | m | w,/w,. Le nombre total de quanta créés dans le systè- 
me lors de la formation de la puissance P,, , d'oscillation de pulsation 
On à M négatif est égal à — | m | Prr/homs,. En écrivant cette ex- 
pression on a tenu compte de P,,,; << 0. En sommant sur tous les m 
négatifs et sur tous les Z possibles et en ajoutant le nombre de quanta 
provenant de l’oscillateur de pompage on obtient le nombre total de 
quanta apparus dans le système 


_1 
Ni=e+ D D  (-Hlèm), (11 


Om 
mMm=-œ0 [>1imi oD/&, 


Tous ces quanta participent à la création des oscillations de com- 
binaison à m>> 0. Considérons une oscillation de combinaison de 


22% 
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‘pulsation wi = mo) + lo, lorsque m > 0. Le nombre L pouvant 
dans ce cas être tout nombre supérieur à — mw,/a,. Lors de l’appari- 
tion d’un quantum de pulsation wh;, M quanta de pompage sont mis 
en jeu puisque É@mr: = Mho, + lhow,. Le nombre total de quanta 
‘de pulsation om, créés dans fe système par unité de temps est égal 
à — Pmi/R@m1 quanta de pompage. En sommant sur tous les m-posi- 
tifs et sur tous les 2 possibles on obtient le nombre de quanta de pulsa- 
tion w, absorbés dans le système par unité de temps 


N=S S (—Fim ), (9.1.2) 


mai l> -mop/6, 


Dans l'expression (9.1.2) il faut éliminer le terme. pour lequel m =: 1, 
l = 0 car l'oscillation de cette pulsation est prise en considération 
dans (9.1.1). La loi de conservation du nombre de quanta de pom- 
page (VW, — N_ = 0) acquiert alors la forme 
O0 O0 Î ' 
Po OO mPmi | 
op À 2 2 À (mop+ 10) | | 
LU EE | [> -mo,/o, 


_{ 00 
Im Pn … 
De > > mo tla) 0 


m=-0 [> 1mI © D/&, 


Changeons les signes des indices de sommation du dernier terme de 
cette égalité. Sommons par rapport à m de 1 à l’infini et par rapport 
à L du moins infini à L << — mo,/w,. Dans l'expression sous le signe 
somme | m | est dans ce cas à remplacer par m, P jm 11, par la gran- 
deur qui lui est égale P,. 4, et la pulsation d'oscillations {w, — 
— | m]|w,, par une pulsation qui lui est égale en module mais de 
signe contraire, M@) — | L |w,. Le changement du signe de la pulsa- 
tion exige celui du signe devant la somme. Ainsi, la loi de conserva- 
tion du nombre de quanta de pompage acquiert la forme 


9 mPr mb 
2 2 Stat 2) 2. mem 0 (19) 
m= 1>-mo,/u, mai I=-0 


Nous avons inclus dans la première des sommes (9.1.3) également le 


terme P;0/Rwp. 
Multiplions maintenant (9.1.3) par À et groupons les deux ter- 
mes en un seul 
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La sommation par rapport à »m dans l'expression obtenue peutcommen- 
cer non pas par m = 1 mais par m — 0. Cela ne provoque la varia- 
tion de la somme car ajoute seulement les termes nuls. Cette som- 
mation permet d'obtenir la relation standard de Manley-Rowe 


co +00 
Pm 
D D url —0. (9.1.4a) 


m=0 1:00 


Les considérations présentées ci-dessus montrent que cette relation 
exprime la loi de conservation du nombre de quanta de pompage. 

En procédant de la même manière, on peut obtenir une seconde 
relation de Manley-Rowe traduisant la loi de conservation du nom- 
bre de quanta du signal | 


Pi 
ÿ, > re 7 Le (9.1.4b) 
læz0 mM=-00 
Les relations (9.1.4a) et (9.1.4b) sont écrites sous la condition que 
l'élément non linéaire n'ait pas de pertes. | 

Chaque relation de Manley-Rowe inclut les termes correspon- 
dant à toutes les fréquences du montage de la fig. 9.1, mais dans 
(9.1.4a) les fréquences pour lesquelles m > 0 sont supposées négatives 
et dans (9.1.4b) sont supposées négatives les fréquences pour lesquel- 
les L € 0. 

Il découle de la forme des relations de Manley-Rowe qu’ indé- 
pendamment de la forme de la non-linéarité et du type de récepteur 
d'énergie la répartition de la puissance sur les fréquences de com- 
binaison se détermine par la valeur et les signes de celles-ci. 

Appliquons les relations de Manley-Rowe à l’analyse des ampli- 
ficateurs paramétriques à deux circuits envisagés au Ch. 7. 

Amplificateur régénérateur. Supposons que la capacité non linéai- 
re soit attaquée par deux f.é.m. de pulsation de pompage w, et de 
pulsation du signal w, et le montage soit doté d’un circuit supplé- 
mentaire: le filtre accordé sur la pulsation ©, — w. Il en découle 
que les relations de Manley-Rowe comprennent trois puissances : 
Po, puissance de pompage, P,,, puissance de signal et P, (_,,, 
puissance dégagée dans le circuit supplémentaire. Dans ce cas la 
relation (9.1.2a) prend la forme 


Po Pit-1) _ 
op Lee 0. (9.1.5) 


(9.1.2b) s'écrit respectivement de la manière suivante 


Por Peas 
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Les puissances P(_,, et P;,(-1y sont identiques. Si bien qu'au lieu 
de (9.1.6) on obtient 


Poi … Pit-n 
O1 Op — Qi 


= (0. (9.1.7) 
Il a été ci-indiqué que la puissance fournie par l'oscillateur de 
pompage P,, est supérieure à zéro de sorte que (9.1.5) donne 


Pin = — Pi “ < 0, [Peut << P310. 


Ces inégalités signifient que le circuit supplémentaire ne reçoit qu'u- 
ne parlie de puissance de pompage. La partie restante, comme il 
vient de (9.1.7), arrive dans le circuit du signal (P,, << 0), i.e. con- 
tribue à l’amplification du signal. Le système représente un am- 

plificateur régénérateur et est 


Bo capable d’auto-excitation. La 

0777) fig. 9.2 schématise la répartition 

Fo de puissances sur le spectre 
d'oscillations de l’amplificateur 

&, v % paramétrique à deux circuits. 


Les flèches y indiquent le sens de 


Fig. 9.2. Répartition des puissances Medistribution de l'énergie entre 


suivant le spectre des oscillations pour 
un amplificateur paramétrique à deux 
circuits régénérateur 


les fréquences. 
Amplificateur non régénéra- 
teur — convertisseur de fréquence. 


Dans ce cas le circuit supplémen- 
taire est accordé sur la pulsation w, + w,. Pour cette raison les 
relations de Manley-Rowe comprendront les puissances P,,, l,; 
et la puissance perdue dans le circuit supplémentaire P,,. La 
première des relations de Manley-Rowe acquiert la forme 


Pro Pi ( 
ra dus 0. (9.1.8) 
Pour (9.1.2b) la relation s'écrit de la maniere suivante 
Por; __Pun 9 
nn Far 0. (9.1.9) 
Le circuit de pompage fournit dans le système la puissance P,, > 0. 
Il vient alors de (9.1.8) que P,, = — (wo, + 1) P10/0, < 0 et de 
(9.1.9), que Pi = — &Pu/(oy + &) > 0. 


Cela signifie que, maintenant, la commande de capacité se fait 
comme par énergie fournie par l’oscillateur de pompage que par 
celle provenant de l'oscillateur de signal. Dans ce cas le montage 
n'est pas capable de l’auto-excitation. L'énergie fournie par le circuit 
supplémentaire permet d'obtenir l’amplification par la redistri- 
bution de l'énergie au profit de la fréquence plus élevée. Le gain 
maximal de puissance d'un tel amplificateur — convertisseur de 
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fréquence — est donné par 


Pu | opt 9 
Pi | Te. (9.1.10) 


La fig. 9.3 donne la répartition de puissances sur le spectre d’os- 
cillations pour l’amplificateur non régénérateur envisagé. 

Ce montage peut être utilisé en démodulateur. Appliquons à la 
capacité non linéaire un signal modulé de pulsation de combinaison 
&) + ©, et un signal d'oscillation de pompage w,. En supposant que 
le signal soit donné à la pulsation ©, + o, (i.e. P,, > 0) on a à partir 


Fig. 9.3. Répartition de puissances Fig. 9.4. Répartition de puissances 

suivant le spectre des oscillations pour suivant le spectre des oscillations pour 

un amplificateur paramétrique à deux un démoduiateur paramétrique 
circuits non régénérateur 


des relations (9.1.8) et (9.1.9) que P,, << 0 et P,, <0. Par consé- 
quent. l’énergie du signal modulé est fournie partiellement dans le 
premier circuit et partiellement dans le circuit de l’oscillateur de 
pompage. Dans le circuit il se produit la formation du signal déino- 
dulé de pulsation w,, sa puissance étant inférieure à celle du signal 
modulé en w/(w, + w)) fois. Ce montage est susceptible de l’auto- 
excitation, La fig. 9.4 visualise la répartition de puissances sur le 
spectre d’oscillations pour le cas envisagé. 

Si le nombre de fréquences en interaction est supérieur à trois, 
alors deux relations de Manley-Rowe ne permettent pas de résoudre 
le problème. L’analyse supplémentaire du montage s'impose alors. 
Néanmoins, ces deux relations servent de deux équations supplé- 
mentaires facilitant la résolution du problème de comportement du 
système paramétrique à 2 degrés de liberté. 


$ 9.2. Systèmes auto-oscillants à trois degrés de liberté 


Ces dernières années on a commencé à appliquer des systèmes du 
type LC au nombre de degrés de liberté supérieur à deux. Ces dispo- 
sitifs assurent une stabilisation de fréquence meilleure que celle du 
système autocoscillant à un circuit supplémentaire examiné au 


Ch. 7*). 


*) Minakova I. I., Kourdumov O. A. YIzv. vouzov. Radioelektronika.— 
1968. T. 11, n° 1. P. 41. 
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La présence du degré de liberté supplémentaire conduit à l’appa- 
rition de la troisième branche stable des fréquences normales, Îla 
stabilisation de fréquence pouvant être supérieure à celle dans un 
système à deux circuits. | 

À titre d'exemple d’un tel dispositif étudions l'oscillateur 
à trois circuits couplés en série (fig. 9.5). Supposons les courants dans 
les circuits à, i:, t3 en tant que coordonnées indépendantes. Admet- 


Fig. 9.5. Schéma de principe d'un oscillateur à trois circuits couplés en serie 


tons que le système fonctionne en régime doux, i.e. on peut assimiler 
la caractéristique de l'élément non linéaire à la cubique 


u = rois ——+ 'obl. (9.2.1) 


Composons les équations différentielles décrivant le comportement 
du montage 


ls + 2 (80 + OsË) is + vi — ui, = 0, 
is + 26aûe + V?ie + avis — ais = 0, (9.2.2) 
La Dôais + Vis — ui = 0, 


n 


où vi, v;, v, sont les carrés des pulsations propres des circuits 
égaux respectivement. à 


4 4 111 1 1 \ 1 
2 TA ECS dis js) 
d'a r-LR + )<. Va +) 


Lis Los Or Gi) les coefficients de couplage entre les circuits : 


1 1 1 1 
AD LG SL MTL? 
R;—7r r R R 
280 = — 7 — ; 28 = ; 22 =» 285 = 7. 


Les oscillations dans les circuits sont supposées sinusoïdales : 


i, = À sin (œt), i, — B sin (@t — œp), i; = C sin (œt — 1). (9.2.3) 
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Les équations reliant les amplitudes et les phases des courants i,,. 
il». ts en. régime stationnaire ont la forme suivante 


2660 A + + 610 A? + &,B cos p= 0, 


26,0B — «À sin g—a;C sin (p—#)=0, 
26:00 +a,B sin (@ — Ÿ) — 0, 


@— V? + os À cos p=0, (9.2.4) 
2 2 A C — 
«) Vi Tr cos @ +3 7 8 (@—#) = 0, 
: B 
D— vi + a TG £oS (@ — ) = 0. 


Les quatre dernières équations de (9.2.4) permettent de détermi- 
ner les pulsations normales du système alors que la première équa- 
tion de (9.2.4) fournit l’amplitude d’oscillations stationnaire dans. 
A circuit. Il apparaît rationnel d'y introduire des désaccords 
relatifs | 


@? — vi vi — vi vi — vi 
b—= sn — , Lo ba = — (9.2.5): 


On peut le plus aisément analyser la variation des fréquences norma- 
les en fonction des désaccords &,, (4 et des paramètres du système dans 
le cas particulier suivant. Supposons les pulsations partielles v, et v; 
constantes et égales entre elles, i.e. €; = 0. Seule la pulsation du 
premier circuit est admise comme une valeur variable. (9.2.4) fournit 
une équation aux fréquences. En la résolvant par rapport à &. on 
obtient 

L=t Ci + 01 (02 05 — K5 — 245) + (KE + D20 3)2 + ki (k3 — 05) (9.2.6) 

eo Gi Gi (02 05 — 242) + (kS+ Dr03)* | 


où Ÿ: = 20,/w, Ÿ3 — 264/w sont les décréments d'amortissement du 
second et du troisième circuits; 4? = œa,/w",k? — a;a,/wf, les coef- 
ficients adimensionnés caractérisant le couplage. 

L'équation aux fréquences (9.2.6) peut avoir jusqu’à cinq racines. 
réelles. La fig. 9.6 donne les courbes des fréquences, i.e. &, en fonc- 
tion de &, (cf. (9.2.6)) pour différentes relations entre les paramètres 
du système. L'égalité &, — &, == 0 correspond au synchronisme 
Vi = V2 = V3 Loin du synchronisme les courbes des fréquences 
sont univoques, la fréquence normale du système à trois circuits w 
étant voisine de la fréquence partielle du premier circuit v,. Il en 
vient que l’asymptote pour les branches des courbes des fréquences 
tendant vers l'infini sera la bissectrice du premier et du troisième 
quadrants. Pour les domaines des désaccords voisins du synchronisme 
les courbes de fréquences se comportent de la manière distincte 
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en fonction des coefficients k, et k,. Pour plus d'’évidence il est ration- 
nel d'introduire en considération un système partiel à deux circuits. 
Admettons que le second et le troisième circuits du système soient 
<ouplés par un tel système partiel. Par conséquent, tout le système 
peut être assimilé au premier circuit régénéré et couplé à celui-ci le 
système partiel à deux circuits. Par ailleurs, le coefficient k, décrit 
le couplage entre le premier circuit et le système partiel. Le coeffi- 


Fig. 9.6. Courbes de fréquence d’un système auto-oscillant à trois degrés de 
liberté pour différents couplages entre circuits 


cient À. caractérise le couplage entre le second et le troisième cir- 
cuits. Sik, kr le système partiel à deux circuits peut être con- 
sidéré comme équivalent au circuit à une fréquence propre ($ 6.3). 
Les courbes des fréquences (cf. fig. 9.6) sont par ailleurs analogues 
à celles du système à deux circuits (cf. $ 7.4). Si k, <À,,., la courbe 
des fréquences est univoque (courbe Z) pour tous Îles désaccords; 
si A, >4,,,- Sur la courbe des fréquences, au voisinage du point de 
synchronisme apparaît une portion de trivalence (courbe Z). Pour 
le couplage k, 4, «- le système partiel à deux circuits a deux 
fréquences normales ($ 6.3). Pour cette raison la courbe des fréquences 
se met à couper la bissectrice des premier et troisième quadrants, 
sauf un point de synchronisme, encore en deux poinis correspon- 
dant à la coïncidence des fréquences normales du système à deux 
circuits avec la fréquence du premier circuit. Etant donné que par 
hypothèse v, = v:, les points d'intersection se disposent de façon 
symétrique par rapport à l’origine des coordonnées. De plus. si 
k, <k;,. cr, la courbe des fréquences conserve l’univalence (cour- 
be 4). Si au contraire k, >-k, :- il apparaît des portions de trivalen- 
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ce (courbe 4). A l'accroissement ultérieur du couplage # et aux para- 
mètres du système partiel à deux circuits inchangés on voit apparaîi- 
tre au voisinage du synchronisme les fréquences partielles des 
portions de pentavalence (courbe 2). 

Sans analyser les critères de stabilité, ce qui représente pour 
un système à trois circuits un problème compliqué, on peut, en par- 
tant de la théorie générale des systèmes auto-oscillants, indiquer 
les portions instables sur les 
courbes des fréquences. Sur la 
fig. 9.6 elles sont marquées par 
des croix. [Il découle de cette 
figure que pour les buts de stabi- 
lisation en fréquence c’est le 
régime de fonctionnement corres- 
pondant à la branche moyenne 
de la courbe des fréquences ÿ pas- 
sant par le point de synchronis- 
me qui convient le mieux. 


L'amplitude  d'’oscillations 
stationnaire dans Île premier 
circuit peut être mise sous la f 
forme 
A?= A — TS ÉTET 
z 
(9.2.7) 


Fig. 9.7. Variation de l'amplitude des 


où M, = 8, + 0,k2/(E2+-02), M 
=bi—is—ki G1/(Q +82), À 664. 


Sur la fig. 9. 7 on donne les varia- 


oscillations dans le premier circuit en 
fonction du désaccord ©, pour un cou- 
plage correspondant sur la fig. 9.6 à 
la courbe 4 (a) et à la courbe 5 (b) 


tions de l’amplitude d’oscillations 

dans le premier circuit en fonction du désaccord &, pour k, > ki cr 
etk, > ha, cr. On observe sur la fig. 9.7, a deux domaines d'’entrai- 
nement voisins Z et 2 caractéristiques di système à deux degrés de 
liberté ($ 7.5); sur la fig. 9.7, b les domaines Z et 2 se recouvrent 
partiellement. La branche moyenne des caractéristiques d'amplitude 
de la fig. 9.7 est caractéristique pour le seul système à trois cir- 
cuits. Cette branche est utilisée pour la stabilisation de la fréquence 
dans un oscillateur à trois circuits. 

Les propriétés de stabilisation du système peuvent être caractéri- 
sées à l’aide du coefficient de stabilisation et par le domaine de 
retenue. Le coefficient de stabilisation # est défini comme la valeur 
de la derivée dë,/d&,. Pour les paramètres fixes du système il a un 
maximum au point de synchronisme &, = &, — €, — 0. On appelle 
domaine de retenue un domaine de valeurs des désaccords & à l’inte- 
rieur duquel il existe des oscillations stables sur la branche moyenne 
de la courbe des fréquences 5, fig. 9.6. Le coefficient de stabilisation 
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pour le cas €; — 0 découle de (9.2.6): 
7 ki 207 
Fe Gr 


Comme on voit le coefficient # augmente avec l’accroissement du 
coefficient k, et avec la diminution du décrément Ÿ;. La variation 
de Ÿ en fonction de À, aux paramètres fixes a un optimum atteint. 
à k° — LUE 

La dépendance entre # et Ô, est plus compliquée puisque la 
valeur de Ÿ, influe sensiblement sur la stabilité du régime oscillatoire 
sur la branche moyenne de la courbe des fréquences. Une analyse 
détaillée montre qu'aux grandes valeurs de k, et de facteur Q; = 1/8: 
Ja valeur maximale de # est atteinte pour un petit facteur Q du 
second circuit Q, = 1/0. 

Le domaine de retenue croît avec l'augmentation du coefficient de 
couplage k, (cf. fig. 9.6). 

Donc, pour créer un oscillateur de haute stabilité on peut utiliser 
le système à trois circuits avec le troisième circuit à haut facteur Q 
et à fort couplage entre le premier et le second circuits, le facteur Q 
du second circuit devant être petit. 


(9.2.8; 


$ 9.3. Oscillateurs RC des oscillations quasi sinusoïdales 


Les oscillateurs RC sont des systèmes auto-oscillants dont le 
circuit linéaire ne contient que des résistances mortes et des capaci- 
tés. Les oscillations dans ce circuit sont apériodiques et les auto- 


Fig. 9.8. Schéma de principe de l'oscillateur RC 


oscillations n’y apparaissent qu’à la régénération. Les oscillations 
voisines de celles sinusoïdales se produisent dans ces systèmes à rela- 
xation lorsque le seuil d’auto-excitation est légèrement dépassé et 
lorsqu'il y a une portion quasi linéaire assez étendue de la caracté- 
ristique d’élément non linéaire. Dans ce cas les courants et les tensions 
dans toutes les portions du montage (élément non linéaire, circuit 
à réaction, circuit RC) sont quasi sinusoïdaux. Avec l’augmentation 
du couplage à réaction les auto-oscillations se déforment. Sur la 
fig. 9.8 est donné le schéma de principe de l’oscillateur RC à N mail- 
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les. L'équation différentielle décrivant les oscillations dans un tel 
oscillateur est une équation non linéaire d'ordre W. Si les oscillations 
dans l’oscillateur RC sont quasi sinusoïdales, cette équation peut 
être linéarisée par méthode quasi linéaire. Alors le gain de l’ampli- 
ficateur Xymp = Usort/Uent eSt la fonction de la seule amplitude À 
de la tension u,,r. L'équation quasi linéaire obtenue se laisse aisé- 
ment résoudre par méthode des amplitudes complexes. 

Choisissons comme variablesles tensions aux bornes des résistan- 
ces À de la chaîne u,, u,, ..., un. Les amplitudes complexes À, 
de ces tensions doivent satisfaire au système suivant de Ÿ équations 
linéaires ; 

(2 + 1/jw6RC) À, — 4, = B, 
Ai —(2+ 1/jwRC) À, + A3 =0, 


Ayu—(1+1/joRC) A, =0, 


où B est une amplitude complexe de tension à la sortie de l'amplifi- 
<ateur. 
En résolvant ce système d'équations par rapport à 4,, trouvons le 


coefficient de transmission de la chaîne X égal à 
K=AN/B= AY, (9.3.2) 


où A, est le déterminant formé de coefficients du système d'équa- 
tions sans second membre (9.3.1). 

Il est aisé de voir que À, = 2 — j/oRC, À, = (2 — j/oRC)Y — 
— 1, alors que les autres A, satisfont aux relations de récurrence 
sui vantes 


An—=(2—j/©RC) An1—An pour n=3, 4, ..., N—1, 
Ay=(1—j/0R0) A y — Anpo. 
En régime auto-oscillant on doit satisfaire à la condition A, = À 
d'où il vient que A, est égal au gain de l’amplificateur 
An = Kamp (4o)- (9.3.4) 
Cette relation détermine l’amplitude stationnaire d'’oscillations 4,. 
Dans le cas général A, est une grandeur complexe. Si le gain 


K amp (4o) est une grandeur réelle (9.3.4) fournit deux équations 
suivantes 


(9.3.1) 


(9.3.3) 


Im A,,=0, (9.3.5) 
Re A y = K ,mp (40): (9.3.6) 
Ces deux équations traduisent le bilan de phases et d’amplitudes dans 


l'oscillateur et permettent de trouver les fréquences et les amplitudes 
d'oscillations stationnaires. 
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Si l’amplificateur crée un déphasage entre les tensions à son 
entrée et sa sortie égal à x, alors conformément à la condition (9.3.6) 
le déphasage créé par une chaîne doit être égal à (2m + 1)n où m = 0, 
1,2,... Chaque maille de la chaîne (fig. 9.7, b) fournit un dépha- 
sage @ défini par la relation tg q — 1/wRC. Pour un montage réel 
est toujours inférieur à x/2 si bien que le nombre minimal de mailles 
formant la chaîne de l'oscillateur RC doit être égal à trois. Le systé- 
me décrit par l’équation (9.3.6) a dans ce cas une pulsation d’auto- 
oscillations w.,. À cette pulsation, le déphasage provoqué par la chaï- 
ne est égal à nr. La seconde pulsation ©, plus basse apparaît lorsque 
le nombre de mailles N > 6. Le déphasage dans la chaine pour cette 
fréquence sera 3x. La troisième fréquence apparaîtra à V >> 10, etc. 


La condition d'auto-excitation pour chacune de ces fréquences a 
la forme 


[Re Ayo, < |Kamp(0)|, s=1, 2, ... (9.3.7) 


L'amplitude d'oscillations stationnaire aux pulsations w, se déter- 
mine de l’équation (9.3.6). 

Considérons à titre d’exemple un oscillateur RC à 4 mailles. 
Ecrivons l'expression du déterminant A,: 


a (2j) (1j) (2-5) — 


1 | 
22e) (ie) +1 
En isolant de À, les parties réelle et imaginaire nous avons 


10 7 145 1 
Im A, = RC  &w°ASCS ? ReA,=1— O2RICE T wtRiC! 


En égalant à zéro la partie imaginaire trouvons la pulsation éventuelle 
d’auto-oscillations de l’oscillateur RC à quatre mailles: 


0,7 
RC (9.3.8) 


En portant cette valeur dans la partie réelle de À, nous obtenons 
| ReA, | = 18.4. (9.3.9) 


GO) = 


CHAPITRE 10 


PROCESSUS OSCILLATOIRES 
DANS LES SYSTÈMES 
À CONSTANTES RÉPARTIES 


$ 10.1. Eléments de la théorie des systèmes 
à constantes réparties 


Dans les systèmes à constantes localisées considérés précédemment 
il y a la séparation dans l’espace des éléments de masse et d’élasticité 
(systèmes mécaniques) ou de capacité et d’inductance (systèmes élec- 
triques). Dans ces systèmes on peut négliger le temps de transmission 
d’une perturbation d’un point à l’autre car il est petit par rapport 
à la période d'’oscillations. Les systèmes sont le siège de phénomè- 
nes oscillatoires dépendant d’une unique variable, le temps {. Pour 
cette raison les évolutions dans ces systèmes à paramètres localisés 
sont décrites par les équations différentielles ordinaires. 

Dans les systèmes à constantes réparties les paramètres sont 
répartis continment dans tout le volume du système. Chaque élé- 
ment aussi petit soit-il d’un système à constantes réparties est pour- 
vu de masse et d'élasticité. Dans le cas d’un système à constantes 
réparties électrique chaque élément possède une capacité et une 
inductance. Parmi les systèmes à constantes réparties largement 
répandus nommons à titre de renseignement : corde, tige, membrane, 
lignes électriques bifilaire et coaxiale, guides d’ondes, cavités réson- 
nantes, etc. 

On considère un système comme celui à constantes réparties si ses 
dimensions linéaires sont comparables à la longueur d'onde, i.e. le 
temps de transmission d’une perturbation le long du système n'est 
pas petit par rapport à la période d’oscillations. On en conclut donc 
que pour les systèmes à constantes réparties la condition de quasi- 
statique n’est pas satisfaite de principe. Les mouvements dans ces 
systèmes sont essentiellement ondulatoires. 

Deux interprétations du mouvement dans les systèmes à cons- 
tantes réparties sont possibles. La première présume que le système 
est traversé par les ondes qui sont réfléchies par les hétérogénéités. 
Ainsi, le mouvement résultant représente la somme des ondes cou- 
rant dans les deux sens. C’est une interprétation de D’Alembert com- 
mode surtout pour décrire les phénomènes dans les systèmes indéfinis 
et dans les systèmes dont la longueur est beaucoup plus grande que 
la longueur d'onde. L'interprétation oscillatoire (méthode de Ber- 
noulli) n’est applicable qu’aux systèmes bornés. Elle traite tout 
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mouvement comme somme des oscillations propres du système (ondes 
stationnaires). 

Les processus étant fonction de plusieurs variables: coordonnées 
et temps é, l'équation du mouvement est celle aux dérivées partiel- 
les. Cette équation, dite équation d'onde. pour un système homogène 
unidimensionnel s'écrit sous la forme 

02y 4 d°y 


Oz? = ot: ? 


(10.1.1) 


où y — y (x, t) est une fonction caractérisant le mouvement, v, le 
paramètre du système. Une telle équation régit par exemple les peti- 
tes vibrations transversales d’une corde tendue. Dans ce cas y (x, t) 


est l’élongation d’un point de la corde à l'instant t, v — V To, où 
T est la tension de la corde, p, la masse de l'unité de longueur. 

La même équation décrit les oscillations longitudinales d’une tige 
homogène (ou du gaz dans un tube). Le paramètre v est égal à v — 


— V/ Elp où E est le module d'élasticité du matériau, p, la densité 
volumique. 

La solution exacte du problème portant sur les oscillations 
électromagnétiques dans les lignes électriques n'est possible que 
sur la base des équations de Maxwell dont on peut tirer une équation 
d’onde du type (10.1.1). D’habitude, on déduit l'équation d'onde pour 
les systèmes électriques du type ligne longue des équations des 
télégraphistes reliant les courants et les tensions dans la ligne. 
Les équations des télégraphistes ne sont pas universelles, aussi faut-il 
déterminer les conditions qui permettent de les utiliser. 

Il a été déjà noté que les systèmes à constantes réparties ne satis- 
font pas à la condition de quasi-statique; par conséquent, pour le 

2 


champ électrique rot £ 0. Dans ce cas l'intégrale \ E, ds dépend 

1 
du chemin d'intégration entre les points 1 et 2, ce qui interdit l’in- 
troduction des notions de potentiel et de capacité. Le courant et 
l'inductance étant également définis pour les champs quasi sta- 
tiques, leur utilisation pour la description des phénomènes se dérou- 
lant dans les systèmes à constantes réparties est, à strictement 
parler. prohibée. 

Toutefois, si dans une ligne bifilaire ou coaxiale est satisfaite 
la condition telle que la distance b entre les fils soit petite devant la 
longueur de la ligne L et celle d'onde À (b<& !, b<<& À) et que la 
résistance des conducteurs soit petite alors il n’existe dans la ligne 
qu'une onde électromagnétique transversale. Une telle onde se 
caractérise par les vectèurs champs électrique et magnétique con- 
tenus dans le plan perpendiculaire à la direction de la propagation 
ot satisfaisant dans ce plan à l'équation bidimensionnelle de Laplace. 
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Donc. dans un plan normal à la ligne la distribution de ces champs 
coïncide avec celle des champsélectrique et magnétique pour le cas 
statique. Pour cette raison, sur de petites portions de ligne dx on 
peut admettre applicable la théorie des courants quasi statiques et 
introduire les notions de potentiel, de courant, de capacité et d’induc- 
tance réparties. 

En supposant satisfaites les deux conditions formulées ci-dessus 
on obtient les équations des télégraphistes pour un système bifilaire 
dont le schéma d’une portion est 
montré fig. 10.1. LITE) | | (z+dr.b) 

Si le système n’émet ni | 


n'interagit avec aucun conduc- ‘ 

teur les courants dans chaque u{z.t) u(r+dx.t) 

section de la ligne et dans les — ne 

deux conducteurs sont égaux et bat) | & (r+ai,t) 
| 


de sens contraires, i.e. | 
na b=—àa( td =i(z, t). z T+dz 
40.1.2) Fig. 10.1. Petite portion d'une ligne 
À ) bifilaire (déduction des équations des 
Soit dx l’ élément infinitésimal télégra phistes) 
de la longueur de ligne possédant 
une inductance ZL et une capacité C par unité de longueur. La chute 
de tension sur la portion envisagée est égale à l'inductance ZLdx multi- 
pliée par la vitesse de variation de courant, soit 


ôu oi 
ne dt=—Ldr—. (10.1.3) 


La diminution de courant sur une longueur dx est égale au courant 
qui dévie dans la capacité répartie. Ce courant est égal au produit 
de la capacité par la vitesse de variation de la tension 


ol ou 


(10.1.3) et (10.1.4) fournissent deux équations dites des télégraphistes 


ôu ôi ôi ôu | 
_ Ce. (10.1.5) 


Le Ge Cr 


d'où il est facile d'obtenir les équations d’onde par rapport à la 
tension et au courant 


LA (10.1.6) 


Vpn = 1/V LC. (10.1.7) 
23—747 
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On peut également obtenir l’équation d'onde si l’on assimile, par 
exemple, un système électrique à constantes réparties, au cas limite 
d’un circuit unidimensionnel composé d’inductance et de capacité 
localisées. En augmentant le nombre de cellules par unité de longueur 
tout en conservant constantes l'inductance et la capacité totales 
le système d'équations pour une chaîne (8.6.2) se transformera à la li- 
mite en l'équation d'onde (10.1.6). La coordonnée zx correspond au 
numéro variable de la cellule. 

Une solution particulière de l’équation d'onde du type (10.1.1) 
est toute fonction d’argument  — r/v,n, i.e. 


y= Fifi). (40.18) 


Uph 


Le sens de cette solution consiste en ce que toute perturbation 
qui à l’instant { — 0 se trouve au point x, se reproduira dans un 
temps { en un point æ +- vpn. Ainsi à Upn — const la perturbation 
se propage le long de la ligne sans modifier sa forme. La grandeur v,}, 
est la vitesse de propagation de l’onde. La seconde solution particu- 
lière de l’équation d’onde peut être écrite sous la forme 


y=Fi(i+—). (10.1.9) 


Elle représente aussi une onde qui se propage sans varier sa forme 
à la vitesse v,n dans le sens des x négatifs. 
La solution totale de l'équation (10.1.1) a la forme 


y= Fit) +7 (+ - j (10.1.10) 


TZ 
CUph Uph 


Pour les processus sinusoïdaux dans le temps la solution (10.1.10)} 
prend la forme 


y= Asexp| ; CE z) ]+A4sexp | (or + z)]. (40.111) 


La quantité w (t + x/vrn) est dite phase d'onde. 

On voit avec (10.1.11) que &,n définit la vitesse de propagation 
de la phasè d'où le nom de v,,: vitesse de phase ; la quantité # — 
— œ/vhn est appelée constante de phase ou nombre d'onde. Cette cons- 
tante caractérise la périodicité dans l’espace du processus ondulatoire 
et est liée à la longueur d’onde par la relation 


k = 2n/à. (10.1.12) 


En partant des équations d'onde (10.1.6) écrivons les ondes de ten- 
sion et de courant pour une ligne électrique longue 


u= [Ai exp (— jkz) + As exp (jkx)] exp (jui), 


i=(Biexp(—jkz)+ Biexp{ikz)lexp (ut).  (10-1-18) 
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En reportant les valeurs u et i de 10.1.13) dans les équations des 
télégraphistes (10.1.5) on obtient les relations suivantes entre les 
coefficients À, et B, 


B; = A 1/2; BD; — — À LD; (10.1. 14) 


où Zo =V LIC. La quantité Z, a la dimension de résistance et est 
RE résistance d'onde de ligne. 
Compte tenu de (10.1.14) récrivons (10.1.13) sous la forme 


u— [4 exp (—jkz) + 4, exp (jkz)] exp (jui), 
= 2," ([41exp(— jkz) — A, (jkz)] exp (jt). 


Donc, la tension totale et l'intensité totale dans la ligne sont repré- 
sentées sous la forme de superposition de deux ondes. Si l’on applique 
à l'extrémité x — O0 une perturbation é, exp (jot) l'onde À, X 
X explj(wt — kr)] peut être considérée comme ondese propageant de- 
puis la source alors que l’onde 4, exp [j (wt +kzx)]l, comme l'onde réflé- 
chie. Celle-ci peut apparaître lors de la réflexion sur les hétérogé- 
néités de la ligne ou bien si la ligne est bornée dans la direction des x, 
de sa seconde extrémité. 
Si dans la ligne il n’y a que l’onde progressive, 


u = iZo. (10.1.16) 


En partant de cette relation la résistance d'onde peut être définie 
comme résistance que la ligne « oppose » à l'onde de tension pro- 
gressive. 

Les inductances L et les capacités C linéiques (i.e. les inductances 
et les capacités par unité de longueur) des lignes longues sont déduites 
de la géométrie des conducteurs et des propriétés du milieu envi- 
ronnant. 

Pour une ligne bifilaire il vient 


(10.1.15) 


L=“# in, br, (10.1.17) 


où b est la distance entre les conducteurs, r. le rayon des conduc- 
teurs, c, la célérité de la lumière dans le vide, pu, la perméabilité 
magnétique du milieu ambiant; 


(2 
où & est la permittivité du milieu. 


Compte tenu de ces deux dernières relations on obtient l’expres- 
sion suivante de l’impédance caractéristique 


= 276 18 + y/ # [Oh]. (40.1.19) 


21% 
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Pour une ligne sans pertes l’impédance caractéristique est une gran- 
deur réelle dépendant des dimensions de la ligne et des propriétés 
du milieu. 

Pour une ligne coaxiale on a 


Zo= 13818 2 y/ Æ [Ohm] (10.1.20) 


où D et d sont les diamètres des conducteurs extérieur et intérieur. 
En substituant les L et C linéiques dans (10.1.7) on obtient que 
Ja vitesse de phase de l’onde dans la ligne est égale à 


Vpn = c/V' Eu. (10.1.21) 


Ainsi, la vitesse de phase v,, de l’onde se propageant suivant une 
ligne longue dépend des propriétés du milieu dans lequel se trouve 
la ligne. Les fils conducteurs ne servent que de guide le long duquel 
l'onde se propage. 

Si les conducteurs de la ligne possèdent une conduction finie il 
existe alors une composante longitudinale du champ électrique de 
sorte que la répartition des champs électrique et magnétique dans le 
plan perpendiculaire aux conducteurs diffère de celle statique. Tou- 
tefois, si la composante transversale du champ électrique est petite 
par rapport à celle longitudinale et la composante longitudinale du 
champ dans le diélectrique entourant les conducteurs est petite par 
rapport à celle transversale on peut négliger ces petites composantes 
du champ et appliquer les équations des télégraphistes en y introdui- 
sant la résistance et la fuite réparties entre les conducteurs. Les 
équations des télégraphistes prennent dans ce cas la forme 


= RL, = —Gu—C$, (10.1.22) 
où À et G sont la résistance et la fuite par unité de longueur de la 
ou un processus harmonique dans le temps les équations (10.1.22 
s'écrivent de la manière suivante 
= —(R+joL)I=—ZI, = —(G+juC)U = —YU, 
(10.1.23) 


où Z et Ÿ sont l’impédance série et la fuite parallèle complexes, U 
et 7, les amplitudes de tension et de courant complexes. A partir de 
ces deux équations des télégraphistes on obtient l'équation pour U 


= YU, (10.1.24) 


= (R + joL) (G + joC) = ZY. (10.1.24a) 
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S a solution a la forme 
U = Aie-Y*+ A,evx. (10.1.25) 


La constante de propagation y dans ce cas est une grandeur complexe. 
Représentons-la ainsi 


y=a+jk. 
Il est alors légitime d'écrire 
U = Aje-oxe int D A exeihs, (10.1.26) 


Les ondes incidente et réfléchie contiennent maintenant un facteur 


caractérisant l'amortissement de l'onde & dit constante d'amortisse- 
ment. 
Il vient de (10.1.24a) 


y=oy/—1C+ 24; (A0). (0.127 


On voit donc que les parties réelle et imaginaire de y sont des 
fonctions non linéaires de la pulsation. Il en découle que la vitesse 
de phase dans la ligne égale à v,1 — w/k dépend elle aussi de la 
pulsation. 

La dépendance entre la vitesse de phase et la fréquence est appe- 
lée dispersion. Tout signal se propageant dans la ligne ‘ à dispersion 
se déforme. Les lignes avec les pertes considérées précédemment pos- 
sèédent une dispersion. Leur impédance caractéristique est aussi 
une quantité complexe 
R+joL Z 
G+joc VV Y° 

Les systèmes à constantes réparties du type guides d'ondes se 
rapportent aux systèmes non quasi statiques typiques pour lesquels 
on ne peut pas introduire les notions électrostatiques et magnétosta- 
tiques telles que la tension, le courant, etc. Malgré cela les systèmes 
de guides d’ondes se laissent parfaitement décrire par les équations 
des télégraphistes. Un guide d'onde où il n’existe qu’un seul typede 
vibrations déterminé peut être formellement comparé à une ligne 
électrique avec paramètres déterminés. Pour une telle ligne on 
peut formellement introduire les notions de tension et de courant. 
La tension u est habituellement donnée sous forme d'une grandeur 
proportionnelle à la composante transversale du champ électrique 
de l’onde du type donné. Le courant à est supposé proportionnel à la 
composante transversale du champ magnétique. On choisit les 
coefficients de proportionnalité tels que le produit 1/2 i*u soit égal 
à la puissance parcourant la section droite du guide d’ondes. La 
puissance est une grandeur mesurée expérimentalement, ce qui 


Zo = 
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permet de vérifier les résultats de calculs par voie expérimentale. 
Il est naturel que le choix de u et de i dans une telle définition n’est 
pas univoque. 

Considérons à titre d'exemple la déduction des équations des 
télégraphistes pour un guide d'ondes rectangulaire dans lequel se 
propage une onde du type Hy 
(fig. 10.2). Les composantes 
non nulles de l’onde de ce type 
ne sont que À, H, et H,. Les 
composantes transversales sont 
E, et H, qui seront précisément 
utilisées pour déterminer les 
paramètres de la ligne. Pour 
simplifier les calculs supposons 
que toutes les grandeurs dépen- 
Fig. 140.2. Répartition du champ élec- dent du temps comme e/*°. 


trique de l'onde du type Æ,, dans un En écrivant les équations de 
guide d'onde réctangulaire Maxwell 


rot H=È%E, rotE--ÀEH (10.14.28) 


en composantes, on trouve 


dl,  ôH4 


ôHx  dH,  jwe : : 
D ee Eu D y ay 0 
nn | M (10.1.29) 
@ 
Sera Déc 


Introduisons U et 7 de la manière suivante 
Ey=Asin=U(z), H,=—Asin ÆI(:), (10.1.30) 
où a est la largeur du guide d'ondes. 


Reportons (10.1.30) dans (10.1.29c). Cela donne l'une des équa- 
tions des télégraphistes 


I. (10.1.31) 


En mettant (10.1.30) dans l'équation (10.1.29a, d) on obtient la 
seconde équation des télégraphistes 


#1 
Oz 


= —jo (<< 5) 0. (10.1.32) 


c ou a 


En comparant les équations obtenues avec les équations des télégra- 
phistes (10.1.22) on déduit que l’inductance série de la ligne équi- 
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valente au guide d'ondes avec l'onde du type H,, est égale. à 


Z= EE joLsg, ie. Lea, (10.1.33) 
et la susceptance capacitive parallèle est définie par la relation 
8 c x c an 
do jo[ ++] j0C6, ie. Céa Te ou « 
(10.1.34) 


Donc, on peut appliquer les équations des télégraphistes aux guides 
d'ondes mais avec les paramètres équivalents correspondants qui 
diffèrent selon les types d’ondes dans le guide d'ondes. 

La résistance d'onde pour l'onde du type A, conformément 
à la relation (10.1.4) aura la forme 


2=V = Efi-( +)°]"". (40.135) 


ep 


Si le guide d'ondes est rempli d'air (8 — um = {) la constante de 
propagation y aura la forme 


pre (2) + (2) (10.1.36) 


La dépendance non linéaire de la constante de phase de la pulsation 
signifie l'existence de la dispersion dans les guides d'ondes même en 
l’absence des pertes. 

L'expression (10.1.36) indique que pour 


& — cr/a (10.1.37) 


la constante de propagation s'annule. La pulsation définie par la 
relation (10.1.37) est appelée pulsation critique pour le type d'onde 
donné dans le guide d'ondes et est désignée par œcre 

Pour la pulsation d’excitation © << w4r, la constante y* > 0 et 
la solution de l'équation (10.1.24) décrit les oscillations à l’amplitude 
qui s’amortit suivant la longueur du guide d'ondes 


U = e-Yx, 
Pour la pulsation d’excitation w > wer, la constante de pro- 
pagation y* << 0, ce qui donne la solution sous la forme d’une onde 
progressive 


U—etik où k= V (w/c)}?—(x/a)°. (10.1.38) 
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De ce fait, la propagation d’une onde le long du guide d'ondes n’est 
possible qu'aux pulsetions w dépassant o,.. 

Compte tenu de (10.1.38) on obtient pour la vitesse de phase de 
l'onde dans le guide d'ondes 
l’expression 


La vitesse de phase v,1 dans le 
guide d’ondes dépend de la pul- 
sation. Cette dépendance est 
représentée fig. 10.3. Lorsque 
Fig. 10.3. Variation des vitesses de ®7 ©: Upnh tend vers la vitesse 
phase et de groupe de l'onde dans un de la lumière c, i.e. les conditions 
guide d'ondes de la pulsation de propagation dans le guide 
d'ondes s’approchent de celles de 
propagation de l’onde dans l’espace libre. Lorsque ©—> @cr, Vpn — ©. 
Une telle loi de dispersion est caractéristique de tout type de 
l'onde dans tout guide d’ondes seule la valeur de w,, change. 
La vitesse de groupe de l'onde définie comme v,, — duw/dk pour le 
guide d’ondes est égale à 


Ver =cV 1—(0,,/0). (10.1.40} 


La varialion de &,- en fonction de la pulsation est donnée fig. 10.3. 


Qc A) 


$ 10.2. Oscillations propres dans les systèmes de longueur finie 


En analysant les phénomènes vibratoires dans les systèmes à cons- 
tantes réparties de longueur finie on utilise ordinairement la mé- 
thode de Bernoulli, i.e. la solution du problème se décompose en fonc- 
tions propres du problème aux limites. La forme des fonctions 
propres dépend essentiellement des conditions aux limites 
reliant le courant et la tension ou la force et le déplacement aux 
frontières du système. 

Limitons-nous aux cas les plus simples des conditions aux limites 
qui sont toutefois fréquents dans la pratique. 

Le type le plus simple des conditions aux limites 


y(0, 4) =0, y t)—0 (10.2.1) 


correspond à l’encastrement des extrémités d’une corde, d’une 
tige, etc. Dans le cas des lignes électriques ces conditions se réalisent 
pour une portion de ligne ouverte aux extrémités si bien que le 
courant à (0,t) = ài(l, t) = 0. Si la ligne est fermée aux extrémités 
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les conditions analogues sont alors imposées sur les tensions 
u: u(0,t) =0,uil, t) = 0. 
Le second type le plus simple des conditions aux limites a la forme 


dy =p. # = 
1 (0,1)=0, (1, t)=0. (10.2.2) 


Cette condition aux limites est caractéristique d’une tige aux extré- 
mités libres. Elle découle de l'exigence que la force créée à une 
extrémité de la tige par sa déformation soit nulle. En application 
aux systèmes électriques, ces conditions sont satisfaites par la ten- 
sion aux extrémités ouvertes d’une ligne et par le courant dans une 
ligne court-circuitée. 

Un cas plus général des conditions aux limites est réalisé dans une 
ligne électrique débitant, à l'extrémité, dans une capacité C;. La 
tension aux bornes de cette capacité uw et sa charge q vérifient la 
relation u = g/Cy ou | 


ou 
ot 


4 dc 


er. Co ot 


En substituant (10.2.3) dans l'équation des télégraphistes (sans 
lenir compte de la fuite) il vient 


ai 
Oz 


FAUR (0.2.3) 


x=l C 


= Ti (, t). (10.2.4) 


x=l 


Si le condensateur est branché sur l'extrémité gauche du systè- 
me (x — 0), la condition aux limites aura la forme 


oi 
Ôz 
Les conditions (10.2.4) et (10.2.5) se distinguent par le signe. 
Cela découle du fait que le courant de la ligne charge la capacité 
à l'extrémité droite et la décharge si elle est montée à l’extrémité 
gauche, i.e. pour l'extrémité gauche on a 0g/0t = — i. 
Si la ligne se termine par une self L,, les conditions aux limites 
s'écriront 


Zi (0, #. (0.2.5) 


xm0 LL 


0y 
oz 


Oy 


L 


L 
= 7, (0, t), 


x=0 ne xl 


En réunissant les types des conditions aux limites présentés précé- 
demment on trouve 
LU 
ÔxZ |xm0 
où 0Sa< w, 0 BL co. 
L'équation d'’oscillations du type (10.1.1) avec les conditions 
aux limites (10.2.7) se prête à une résolution commode par la métho- 


—ay(0,t), À 


= Lu —BY(, t), (10.2.7) 


xl 
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de des variables séparées (méthode de Bernoulli). Sa solution a dans 
ce cas la forme 


y (x, t)= > qe (x) [A, cos (w,t) + B, sin (w,t)l.  (10.2.8) 


Les constantes À, et B, sont déterminées à partir des conditions 
initiales. Il vient de la solution (10.2.8) que les systèmes oscillants 
à constantes réparties de longueur 
finie ont une infinité de pulsa- 
tions propres w, et à chacune 
d'elles est associée une forme 
déterminée d'oscillations ,. Les 
formes des oscillations propres 
des systèmes unidimensionnels 
homogènes sont représentées par 
z=0 z=b z=l les fonctions harmoniques. 
Dans le cas le plus simple 
d’une corde homogène aux extré- 
mités encastrées les formes prop- 
res des vibrations du système 
ont la forme: œ, (x) = sin (snr/l) et les pulsations propres, 


7 /É,où pet 7 sont la densité et la tension de la corde. 


Os — TT T 

La recherche d'une solution générale pour un système inhomogène 
est une tâche bien ardue. Toutefois, pour le cas d'une hétérogénéite 
localisée souvent rencontrée en pratique la solution exacte peut 
être obtenue par la méthode de considération par étapes. 

Considérons un système inhomogène sur l'exemple d’une corde 
à inhomogénéité localisée. Supposons que la corde soit encastrée en 
des points x = 0, x = let chargée au point x — b par un résonateur 
d’une masse M et d'un ressort de raideur k (fig. 10.4). L'équivalent 
électrique d’un tel système est, par exemple, une ligne de mesure 
avec une sonde pourvue de résonateur. 

Désignons par y, l’élongation de la corde pour zx << b et par y», 
celle pour x > b. Les équations d'oscillations propres pour y, et y 
sont les mêmes 


Fig. 10.4. Corde chargée en un point 
par un résonateur mécanique 


Pys __ 1 dy : 7 TT 

er ee =, 2, om +. (10.24) 
Leurs solutions ont la forme 

Y = À sin (kzx) cos (wt), y, — BE sin [k (l— x)] cos (wt), (10.2.10) 


où À = œ/üLn. On y a déjà tenu compte des conditions aux limites 
aux points z = Üet x = L. Pour x = b,'les solutions sont à raccorder 
entre elles. La solution en un point b étant continue il vient que 


Y1 (b, t) = Ye (b, t) = y (£), (10.2.11) 
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Où y (t) est le déplacement de la masse M. La seconde condition de 
raccordement peut être obtenue de l'équation du mouvement de la 
masse À/ sous l'action des forces élastiques de la corde et du ressort 

Me py Ti) +T%s (10.2.12) 


dt? 0x x=—=b OZ |x=b ? 


où k est la raideur du ressort. 
Compte tenu des conditions (10.2.11) on obtient de (10.2.10) 


À sin (kb) — Bsin[k({—b)}] =C 


d'où 
_ C B=— C 
” sin (kb) ! "_ sin{k({—b)] ‘ 
Donc, 
= sin (kz) __n sinfk(l—x)] 
U1 = C sin (46) cos (ot), Ye = CRE cos (wt). (10.2.13) 


En portant ces quantités dans (10.2.12) on obtient 
cos one QU cos [k (E—b)] À . 
kT Es sin (kb) +R) Mvin — À 

‘Soit 


Mkv, —k i i 
Dh sin (kb) sin{k(l—b)] 


L'équation transcendante (10.2.14) fournit k. 

Considérons d’abord un cas particulier b — {/2 (le résonateur au 
milieu de la corde). Pour b =- [/2, l'équation (10.2.14) acquiert 
la forme 


(MEkvin — k) sin? — kT sin (kl), 

d'où : 
KL Mn —k kl 

Ün groupe de solutions de cette équation est donné par l'égalité 


sin 0, ie. kl=2nn, (10.2.16) 


‘où »* est un entier. 

Comme Æ == 2n/X 1l vient que ! -= nÀ. Ainsi, les salutions de la 
forme (10.2.16) fournissent des vibrations propres lorsqu'un nombre 
‘entier de demi-ondes est porté par la corde. Ce sont des harmoniques 
pairs de la corde. Pour ces oscillations le point b = //2 est un nœud si 
bien que le résonateur n'inîflue pas sur les fréquences propres. Pour 
les harmoniques impairs on a 
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Considérons certains cas particuliers. 
1. M = 0, charge élastique. L'équation de fréquences a dans ce: 
cas la forme : 
4T ki 


ki 2kT AT kl 
TK 2 


g= —-— 7: (10.2.18) 
Résolvons graphiquement cette équation. Traçons la droite F = 
= — (4T/kl) kI/2, et les courbes F — tg (kl/2). Les points de leur inter- 
sections fournissent les valeurs 
de *Æ satisfaisant. à l’équation 
(10.2.18). Pour de petites valeurs: 
de À cette équation définit les. 
fréquences propres des harmoni- 
ques impairs d'une corde non 
chargée k1/2 = (2n + 1) x/2, i.e. 
Lz (2n + 1/2. À mesure que: 
k croît l’angle d’inclinaison de: 
la droite sur l’axe des abscisses 
diminue et les fréquences propres: 
des harmoniques croissent. Leur 
répartition est inéquidistante. 
On voit sur la fig. 10.5 que c'est 
le ton fondamental qui change: 


Z Jr #i 


Fig. 10.5. Solution graphique de 


l'équation aux fréquences pour une 
corde chargée r un ressort. Les 
points 1, 2,3, 4 désignent les quantités 
kl/2, correspondant aux premières 
quatre valeurs propres de la fréquence. 
Les flèches indiquent les variations 
des fréquences propres, variations dues 
à l'influence du ressort 


le plus. Lorsque k— co, en +: 
tend vers @on +2. La variation de: 
k entraîne celle de la forme de 
la vibration. La forme de vibra- 
tions du premier ton pour diffé- 
rents 4 est représentée fig. 10.6 
(première, troisième et quatrième 
courbes). 


. À mesure que * croît le déplacement du point de la corde, où 


s'applique le ressort, diminue. A la limite, pour une raideur de- 
ressort très grande, le point x = {/2 demeure immobile lors des 


Z À, LA 


Premier lon Second Lon 
Fig. 10.6. Formes des vibrations de la corde chargée par un ressort 


vibrations. Dans ce cas la fréquence du premier ton est voisine de- 
celle du second. Par un choix de la charge on arrive à rapprocher les. 
fréquences à un tel point que le système se comporte en filtre à bande: 
de réponse en fréquence représentée fig. 10.7. 
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2. k — 0, la corde n'est chargée que par la masse. L' FAUREON 
4e fréquence dans ce cas a la forme 


(10.2.19) 


Pour trouver sa solution DE ET traçons les courbes F — tg (k1/2 
et F = (pl/M) (2/kl) (hyperbole) (fig. 10.8). À mesure que W croît 
l'hyperbole devient de plus en 
plus raide et les fréquences pro- 
pres baissent d'autant plus for- 
tement que le numéro de L'har- 
monique est plus élevé. A M — 
—+ 00, Won +1 —7 Wen le ton: fon- 
damental pouvant être fait aussi 
bas que l’on veut. Sur la fig. 10.9 
on représente trois premières 
formes propres des vibrations : 
pour une corde chargée par une 
masse À. La ligne en trait interrompu visualise le ton fonda- 
mental d’une corde équivalente pourvue de la même fréquente de 

vibrations que la corde considé- 

F rée, chargée par la masse W. 

3. Corde chargée par l’ensemble 
du résonateur. De nouveau, 
l'équation de fréquence (10.2.17) 
est résolue graphiquement 
(fig. 10.10). Son second membre 
devient infiniment grand à la 
pulsation du résonateur xs = 
— V'EIM. À © < wr6, le résona- 
teur représente une charge élasti- 
que et les pulsations propres des 
tons impairs de la corde chargée 


On Vin 


Fe 10.7. nue de fréquence 
du filtre à bande 


Fig.ÿ10.8. Solution graphique de l’équa- 
tion aux fréquences pour une corde 
chargée par une masse. Par les points 
1, 2, 3, 4 sont désignées les quantités 
kU2 correspondant aux premières qua- 
tre valeurs propres de pulsation. Les 
flèches indiquent les variations des 
pulsations ropres, variations dues à 
l'influence de la masse 


augmentent. À © > wres la charge 
agit comme une masse et les 
OUon +1 baissent. 

On en déduit que le branche- 
ment d’un résonateur fait tendre 
les fréquences propres @:, +, à la 
fréquence du résonateur. Si la 
fréquence quelconque coïncide 
avec la fréquence propre du 


résonateur, alors en régime stationnaire il n’y a pas d'interaction 
entre le résonateur et la corde sur cette fréquence. 

Considérons un système à constantes réparties électrique à charge 
localisée sur l’exemple d’une ligne coaxiale court-circuitée à ses 
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extrémités z = 0 et x — L au milieu de laquelle (x = {/2) est bran- 
chée une capacité localisée C, (fig. 10.44). Si la tension varie selon 
la loi harmonique, V (x, t) = U (x) exp (jœt) l'équation d'onde: 


F 


L] L‘ 
Leuzierte ten 


Præsième Len 


Fig. 10.9. Formes des vibrations de la Fig. 10.10. Solution graphique de 
corde chargée par une masse l'équation aux fréquences pour une 
corde chargéc par un résonateur. Le 
point d'intersection de la droite en 
trait interrompu mixte avec l'axe des 
abscisses correspond à la pulsation de 

résonance du circuit @£s 


(10.1.6) se transforme en deux équations aux amplitudes U; (x} 
suivantes 


SE + oO LCU;—0, i=1, 2, (10.2.20) 


où U, est l'amplitude de la tension sur la portion de la ligne 0 < 
< z< 1/2, U,, l'amplitude de la tension pour /2<z<l,Letc, 
la self et la capacité linéiques de 
G la ligne coaxiale. Compte tenu des 
conditions aux limites U, (0) — 
= U, (1!) les solutions de ces 

équations ont la forme 


x=0 z-l/2 z=t U, (x)=À sin (kzx), 


Fig. 10.11. Ligne coaxiale chargée U,=B sin [k (l— x)], 


par une capacité localisé où 4 — w V LC est le nombre 
d'onde. 

Utilisons les deux conditions de raccordement des solutions en un 

point x — //2: 4) la continuité des courants, i.e. 7, (1/2) = J, (1/2); 

2) le saut de tension en un point x — 1/2 se détermine par la charge Q 
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de la capacité OC, i.e. 
l L\_ Q | L 1\71_ 1 ,/1 
m(s)-n(5)=& où wf[u()-0(5)]=z1(S): 
Compte tenu des équations des télégraphistes (10.1.5) il vient 
4 dd 
TT 
Donc, la première condition de raccordement se réduit à l'égalité 


au, _ d, 
dz x=—1/2 ii dx 


x=1/2° 
et la seconde, à la relation 


dU C 
Frs = k2 (0, —U:;) 


x=1/2 x=1/2 


En substituant la solution proposée dans les deux conditions de 
raccordement il en vient deux équations pouvant fournir les pulsa- 
tions propres w, et les formes des vibrations propres, i.e. les lois de 
variation de U, (x) et U, (x): 


Ak cos © — -— Bk cos +, (10.2.21} 
Akcos-#—#©e (B— A)sin À.  (10.2.22) 


Il découle de (10.2.21) que soit cos (k{/2) — 0, soit B = —A. Si 
cos (k1/2) — O0, kl/2 — (2s — 1) x/2, où s = 1, 2, ... . Cela signi- 
fie que la longueur de la ligne coaxiale porte un nombre impair de: 
demi-ondes À — 2r/k, i.e. L — (2s — 1) À/2. Les fréquences propres 
de ces tons impairs ne dépendent pas de la capacité C,. L’amplitude 
A est égale à B. 

Si cos(xl/2) 0, (10.2.22) fournit les équations aux nombres 
d’onde propres et par conséquent, aux pulsations propres 
Ge _, _ CH 1 

sb 2Cok 4Co AU2 * 

Pour la solution graphique de cette équation construisons les 

fonctions 


k C1 1 
Fat, er - 


(fig. 10.12). La figure nous dit. que le branchement de la capacité C+. 
conduit au déplacement des fréquences propres des tons pairs. Plus. 
est Co. plus est le déplacement des fréquences propres des tons pairs 
vers celles des tons impairs d’un ordre plus élevé (@:, — &os-1)- 
Plus bas est le numéro du ton, plus fort est le déplacement de fré- 
quence. 


36S PROCESSUS OSCILLATOIRES DANS LES SYSTBMES R£ÉPARTIS [CH. 190 


La fig. 10.13 présente les oscillations propres des quatres pre- 
miers tons. En point x = l/2, les tons propres se caractérisent par 
un saut de tension dont la valeur est déterminée par le rapport des 


LA 21 S=$ 
7 2 3 4 5 6 2 ü à à 


Fig. 10.12. Solution graphique de Re 10.13. Forme des vibrations de 
l'équation aux fréquences pour une a ligne chargée par une capacité 
, ligne chargée par une capacité 


capacités Co/Cl. À Ci — ©, Was 7 Oasis OÙ S = 1, 2, . .., est le 
numéro du ton. 

L'équation de fréquence (10.2.14) est difficile à analyser pour 
tout 0 b< I. Toutefois on montrera que dans ce cas et les tons 
impairs et les tons pairs varient. Une charge finie est incapable de 

modifier le nombre de nœuds. 


C'est pourquoi la pulsation du 
r-ieme ton est toujours supérieure 
| 1/3 L à la pulsation du (7 — 1)-ième 


PR ton et inférieure à celle du 
| (n +1)-ième, 1.6. @n-1 < On < 
VAN ie. TES > ©h+1. En guise d'exemple la 
a vs 4 fig. 10.14 donne les formes 
Deuxième ton d'oscillations pour b = {/3 et 

M = 0. 
ADN AR Un exemple caractéristique 
0 1/3 l du système à constantes réparties 
aisième Lan en interaction avec le résonateur 


est fourni par le laser. La cavité 

Fig. 10.14. Formes des vibrations pro- du laser formée par un système de 
pres de la corde chargée à la distance miroirs (cavité de Fabry-Pérot) 
de 1/3 de ‘extrémité de la corde possède un spectre équidistant de 
pulsations propres w,. Si l’on 

remplit la cavité du laser d'un milieu actif possédant une pulsation 
de résonance «, les pulsations propres de la cavité w, se déplacent 
vers «,. Cette circonstance conduit à ce que les fréquences des modes 
générés par le laser deviennent indépendantes. Si l’on arrive par 
procédés spéciaux à rendre le spectre voisin de celui équidistant il se 
produit alors l’auto-synchronisation des modes du laser (Ch. 11). 
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$ 10.3. Vibrations forcées des systèmes à constantes réparties 


Les vibrations forcées dans un système à consiantes réparlies 
de longueur finie se représentent sous forme de décomposition en 
fonctions propres d’un problème aux limites. Si la fréquence de la 
force extérieure coïncide avec l’une des fréquences propres du système 
il se produit l'augmentation de résonance de l'amplitude de vibra- 
tions. 

La force d’excitation peut être répartie le long du système ou 
agir en un point déterminé. Dans le dernier cas ne sont susceptibles 
d'être excitées seules les vibrations pour lesquelles le point d’appli- 
cation de la force n’est pas nodal. 

Considérons les vibrations forcées dans un système à constantes 
réparties sur l'exemple d’une longue ligne électrique soumise à l’ac- 
tion d’une f.é.m. répartie de forme quelconque € (x, t). 

L'équation d'oscillations dans une telle ligne a la forme 

02 ô 1 9? ” : 
LEE+R ESS RH E (xt), (10.3.1) 
où L, Cet R sont des constantes linéiques de la ligne. 

Supposons que la ligne est ouverte aux deux extrémités, i.e. 
q(0,t)=qi{l, t) = 0. Supposons que la force extérieure & (x, t) 
se laisse décomposer dans l’intervalle (0, {) en fonctions propres d'une 
ligne homogène aux extrémités ouvertes 


6 (x, t)=Y D, (t) sin =. 


(10.3.2) 


Les coefficients de décomposition ©, ({) sont fournis par (10.3.2) 
en utilisant les conditions d’orthogonalité des fonctions propres du 
système libre 
l 
D, ()=<+ | (x, t)sin az. (0.3.3) 
0 
Il est naturel de chercher la solution de l'équation (10.3.1) éralement 


sous forme de décomposition en fonctions propres d’une ligne aux 
extrémités ouvertes 


qe t)= D gn(t)sin =. (10.3.4) 


n 


En portant (10.3.2) et (10.3.4) dans l’équation initiale (10.3.1) il 
vient 


“ = n° , 
Lqn + Rqr + In =, (t), n=1,2,... (10.3.5) 
On a obtenu un système infini d'équations différentielles ordi- 


naires par rapport à gh (t). Chacune d'elles a une forme ordinaire 
36-747 
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d’équation d'oscillations pour un système à un degré de liberté 
soumis à l’action d’une force excitatrice ®, ({). Les équations sont 
indépendantes si bien que les q, (t) peuvent être considérées comme 
coordonnées normales du système. Le nombre de ces coordonnées 
est infini. Si l’une quelconque composante de la force extérieure 
D, fait défaut la coordonnée associée g, n'effectue que la vibration 
libre amortie. 
Les solutions des équations (10.3.5) ont la forme 
t 


an (= age | Pn(nexpi—8(E— 5x 


x sin[{V w},—6ô2(t—+t)] dt, (10.3.6) 


où où nn22/l?, v—1/ VLC, 6—R/2L. 

Calculons q, (t) pour divers cas particuliers de l’action extérieure 
D, (t). 

Soit ®, (t) = P,oe?t, i.e. l’action extérieure représente une 
excitation harmonique synchrone et en phase de la ligne q, (t}) 
s'écrit alors sous la forme 


Qn (t) = 
t 
= \ exp[—6ô(t—71)+ jpt}sin[{V &i—6 (t—+t)]dr— 


rl 
| exp (jpt)—exp[—t (6) Vor—&)] 
2jL Var 8 ô+-j (p+ Van 6 ) 
__ exp (pt) —exp[—t (6+jV/of—6)] | 
ô+j (p— V'oi —6?) | 
Pour les oscillations stationnaires (t >> 1/6) les seconds termes dans 


les numérateurs de chaque quotient peuvent être négligés si bien que 
An (t) prend Ja forme 


DhociPt 
Qn (= ESS (10.3.7} 


En sommant sur r on obtient la solution générale de l’équation 
(10.3.1) 


jpt ®h : 
g(x, t)= — 2 EE Sin (10.3.8) 


Si la pulsation excitatrice p coïncide avec l’une des pulsations pro- 
pres du système w, on assiste à l’accroissement de résonance de l’am- 
plitude du n-ième harmonique d'autant plus grand que plus petit 
est l’amortissement ô du système. 
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Considérons le cas particulier suivant: une force extérieure har- 
monique est appliquée au point x = b, i.e. 


& (x, t)=0,6 (x —b) eir!, (10.3.9) 


où (x) est la fonction delta. Calculons les coefficients du développe- 
ment de la fonction & (x, t) 


t 
O, (t)= + Dieipf \ ô(x—b)sin = dz=20, sin re eipt, 
U 


La solution générale est dans ce cas 


gr, )=2 Peeirt D SR GENE ren) .  (10.3.10) 


Sa forme permet de tirer plusieurs conclusions utiles sur le comporte- 
ment du système envisagé soumis à l’action extérieure du type 
(10.3.9). Si l’action extérieure est appliquée au nœud de vibration 


Qëit) 
à 


, g 
mb 


ôÔ oz x b z x 


@ (6) 


Fig. 10.15. Variation de l'amplitude de l'oscillation forcée en fonction de l’en- 
droit d'application de la force extérieure 


propre de numéro #, i.e. sin (nxb/l) = 0, alors ni cette vibration ni 
non plus les harmoniques, ses multiples, n'’apparaîtront pas. La 
symétrie de la relation (10.3.10) par rapport aux points x et b conduit 
au principe de réciprocité. Une charge induite en point x, lorsque la 
f.é.m. est appliquée au point b est égale à la charge induite au point b 
si la f.é.m. agit au point x,. Le principe de réciprocité montre de 
façon évidente que l’amplitude de vibrations est d’autant plus grande 
que le point d'application est plus proche du ventre de vibration 
(fig. 10.15). Quant à la mise en pratique du principe de réciprocité 
on l’a déjà mentionnée au $ 6.3. 

La relation entre les amplitudes Q, des oscillations normales et p 
porte un caractère de résonance. L'’amplitude maximale appartient 
à l’oscillation dont la pulsation propre w, — nanv/l coïncide avec la 
puilsation extérieure p. 

Si la force extérieure agit sur l’une des extrémités de la ligne on 
peut en tenir compte dans les conditions aux limites lors de la réso- 


ch* 
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lution de La Fous sans second membre 


1 Gq 
2 +R << Er = : (10.3.11) 
Considérons certains cas ue fréquemment rencontrés en 


pratique. 
1. Une extrémité de la ligne est soumise à l’action d’un généra- 
teur de tension et l’autre extrémité de la ligne est ouverte, i.e. 


7 5 Be à z=0, q(l)=0 à z=L (10.3.12) 
Cherchons les vibrations forcées sous la forme suivante: 
g(z, t) = Q (x) eirt. (10.3.13) 


En substituant (10.3.13) dans (10.3.11) on obtient l'équation pour 
Q (x) 


1 d ’ 
TS + (Lp?—jRp)Q=0, (10.3.14) 
qui a une solution générale 
Q = À cos (kz) + B sin (kzx), (10.3.15) 
où 
k® = C (Lp® — jRp). (10.5.15a) 


Résolvons d’abord le problème en négligeant la résistance À. 
Le nombre d'onde # égal à k — pV LC = 2x/} est alors réel. Rem- 
plissons les conditions (10.3.12) et obtenons pour Q (:) l'expression 
suivante 


C k (L— à 
JO RE (10.3.16) 
Passons de l’amplitude de charge à celle de tension 
1 d ; k (1— 
U(n=—+ Te 8, Reel | (10.3.17) 


On voit qu'à kl — (2s +- 1) x/2 (s = 0, +1, +2, ...) il y a l'ac- 
croissement de résonance de l'amplitude de tension dans la ligne. 
Dans ce cas la ligne comporte un nombre impair de quarts d'onde, 
i.e. L — (2s + 4) 4/4. La pulsation de la force extérieure p engen- 
drant la résonance coïncide avec l’une des pulsations propres de la 
ligne fermée à l’une extrémité et ouverte à l'autre: ©, = (2s + 1) x 
+ nv/2l. Le nœud de tension est au voisinage du point d'application 
de la force extérieure. La fig. 10.16, a montre la répartition Ü (x) 
pour les trois premiers harmoniques. Le rapport de l'amplitude ma- 
ximale U à l'amplitude de la f.é.m. 6, extérieure est déterminé par 
le facteur Q. Lorsque celui-ci tend vers l'infini l'amplitude maximale 
de tous les harmoniques tend elle aussi à l'infini. 
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2. Sur une extrémité de la ligne est branché le générateur de 
tension, l’autre extrémité étant court-circuitée, i.e. 


+ = er pour z=0, 21 0 pour z—{l. (10.3.18) 
En résolvant les équations (10.3.11) aux conditions aux limites 
(10.3.18) il vient 

_« sin [k(I—zx)] 
La résonance dans ce cas apparaît à kl — sx, i.e. en cas de résonance 


la ligne porte un nombre entier de demi-ondes. La pulsation de réso- 
nance du système coïncide avec l’une des pulsations propres de la 


2 b 


Fig. 10.16. HR d'amplitude de tension le long de la ligne excitée par 
un générateur de tension aux extrémités ouvertes (a) et court-circuitées (b) pour 
premiers trois harmoniques 


ligne court-circuitée aux deux extrémités, i.e. ©, = sav/l. La 
fig. 10.16, b donne la répartition d'amplitude de tension pour 
les trois premiers harmoniques. 

3. Un générateur de courant est branché sur l’une extrémité 
de la ligne, l’autre étant ouverte, i.e. 


FL = Ier pour z=0, qg(l)=0 pour z=—l.  (10.3.20) 


La solution dans ce cas a la forme 


Q (= HÉCSL., (10.3.21) 


sin (ki) 
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Fig. 10.17. Répartition d'amplitude de courant et de tension le long de la 
ligne excitée par un générateur de courant aux extrémités ouvertes (a) et court- 
circuitées (b) pour deux tons 


L'amplitude de tension a respectivement la forme 


__ 16 kcos[k(l—x)] 

En cas de résonance Æl = sx, la ligne porte un nombre entier de demi- 
ondes. La pulsation de résonance p est égale à l’une des pulsations 
propres de la ligne ouverte aux deux extrémités, i.e. &, = sav/l. 
La fig. 10.17 donne la répartition le long de la ligne des amplitudes 
de courant et de tension pour les deux premiers tons. 

4. Un générateur de courant est branché sur une extrémité de la 
ligne, sa seconde extrémité étant court-circuité, i.e. 

ôq 


SL = Lei! pour z=0, <=0 pour z=l. (10.3.23) 


Sous ces conditions aux limites, la solution a la forme 


| _ Lo cosfk(l—x)] 
QD = — os (kD) 
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La résonance aura lieu si p coïncide avec l’une des pulsations propres 
o, = (2s + 1) nu/2l. 

La répartition des amplitudes de courant et de tension le long 
de la ligne pour deux tons les plus bas est donnée fig. 10.17, b. 

On en déduit que les phénomènes de résonance dans le système 
considéré dépendent non seulement de la pulsation p mais aussi du 
mode d’excitation du système. Les pulsations de résonance seront 
différentes en fonction du générateur (de courant ou de tension) 
branché sur le système. 

Le numéro du ton s sur lequel peut naître la résonance pour 
la pulsation donnée p est défini par la relation 


s = pllnv = 2, ou s — 21/1 — 1/2. 


En cas de petits numéros s, l’oscillation de résonance est essentielle- 
ment excitée sur un ton; au contraire, si s > 1, La bande de la courbe 
de résonance inclut plusieurs tons mème en présence d’un amortisse- 
ment faible. Par ailleurs, il devient irraisonnable d'utiliser la com- 
position spectrale des oscillations propres. Les meilleurs résultats 
sont fournis par la représentation des oscillations forcées sous forme 
d’un ensemble d’ondes émises par la source et de celles réfléchies 
par l'extrémité de la ligne. En tenant compte d’un amortissement 
faible le nombre d'onde À peut s’écrire conformément à (10.3.15a) 
de façon 
: 
kæL(i- ie) LE, (10.38.24) 
v 2 P v 2 V'LIC 
En résolvant l'équation (10.3.11) avec les conditions aux limites 
(10.3.12) trouvons la loi de variation de la tension u (x, t): 
a cos{[k(l—zx)] 

u (zx, t)= Co EXP (jpt) Cos (kb) sus 
Le en tins XP A (—z)]+exp[—jk (1—zx)] 
É0 XP OP exp yKD-rexp (ik 
Après les transformations simples il vient 


1e ; — jkz ] —2jk 
u(x, t)=—{,exp (jpt) RER RTERREU (10.3.25) 


Compte tenu de (10.3.24) on peut écrire 
exp (-2jk1) &exp[ — (5 +)] ; 
d'où il vient que |exp (—2jkl) | << 1. Sous cette hypothèse, (10.3.2ñ) 
peut prendre la forme 
u(z, t)= —6,{exp[j (pt —kzx)] —exp[j (pt —kz)] x 
X [exp (— 2jkl) —exp (— 4jkl) + ...]+ 
+ exp [j (pt +kzx)] [exp (— 2jkl) — exp (—4jkl) + ...]}. (10.3.26) 
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Ainsi. on a présenté la vibration forcée sous forme de la somme 
des ondes progressives. Le premier terme caractérise l’onde courant 
de la source. Les termes de la forme exp [j (pt — kzx)] exp (—2jskl) 
(s = 1, 2. . ..) décrivent les ondes progressives réfléchies par l’ex- 
trémité de la ligne x — 0 et les termes exp [j (pt + kzx)] exp (—2jskl), 
par l'extrémité x — !. La quantité s caractérise le nombre de réfle- 
xions subies par l’onde donnée. À chaque passage de la ligne, l'onde 

=) C'est pourquoi dans (10.3.26) 
y LIC 

il convient de tenir compte d’un seul nombre fini d'ondes et d’autant 
plus petit que l’amortissement dans la ligne est plus grand. A la 
limite, en cas d’un grand amortissement, il ne subsiste que l’onde se 
propageant de la source 


s’amortit selon la loi exp ee 


u (x, t) = —, exp [j (pt — kr). 


$ 10.4. Rétroaction du système sur le générateur 


Toutes les conclusions du paragraphe précédent sont valables à 
condition que la source d’action extérieure sur le système ait une 
puissance infiniment grande. C’est seulement dans ce cas que l’on 
peut admettre constante l’amplitude de tension (générateur de ten- 
sion) ou l’amplitude de courant (générateur de courant) sans tenir 


hrés 


D 1/2 y ! 
Fig. 10.18. Schéma équivalent d’un Fig. 10.19. Variation du frottement 
générateur mécanique excitant la corde équivalent k,,, du générateur en fonc- 


tion de l'amplitude de vibrations de 
la masse M 


compte de la rétroaction du système sur la source d'énergie oscilla- 
toire. Maintenant, prenons en considération qu’une source réelle 
possède une puissance finie et que le système oscillant lui impose 
une rétroaction. Etudions un système mécanique dont le schéma 
équivalent est donné fig. 10.18. La corde à exciter se caractérise 
par une densité p, une tension 7 et une densité de forces de frotte- 
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ment À. Au centre de la corde à travers un ressort de couplage de 
raideur *’ est appliqué un générateur de vibrations mécaniques. Le 
générateur y est représenté sous forme d’un résonateur de masse M 
constitué d’un ressort de raideur # et d’un élément de frottement. 
caractérisé par le coefficient h.«. Les propriétés d’auto-oscillations du 
résonateur sont déterminées par la dépendance entre h 4 et l’ampli- 
tude de vibrations. Cette dépendance est tracée fig. 10.19 (régime 
doux). La grandeur 4, est l’amplitude de vibrations stationnaires 
stables du générateur en l’absence de couplage avec la corde. 

Soient y, et y, le déplacement des portions de la corde à gauche 
et à droite du point [/2, et 5, le déplacement de la masse A] par rap- 
port à la position d'équilibre. Les équations d’oscillations de la corde 
et du générateur ont alors la forme 


pote +n ie _rlèm, n21,2, (10.41) 
M LE + hrés + kz+k' [Z2— ÿo (t)]=0, (10.4.2) 


où % (t)est le déplacement de la corde au point x = {/2. La condi- 
tion de raccordement des solutions au point x = {/2 fournit 


Y(é, U2)=uy (t, U2)=y (t), (10.4.3) 
ô 4) , 
A Ce 0 (0.4.4) 
Supposons que la corde soit encastrée aux extrémités x = 0 et x = !, 
i.e. 
y (0, t) = y, (l, t) = 0. (10.4.5) 
Les conditions aux limites (10.4.5) et les conditions de raccordement. 
(10.4.3) conduisent à cette forme de la solution 


…. sin (kz) . sin[k(l—z)] 
Y1=Yo (1) simqkie) * V2 Vo nur (10.4.6) 


où # est le nombre d'onde pour les vibrations de la corde non chargée. 
En substituant ces expressions dans la condition de raccordement 
(10.4.4) on obtient la relation entre y, (t) et z (t) 


— 2kT y cote + Lux (z— Yo) =0 


: k'z (4) 
Vo) = roots DE 
d’où l'on voit qu'à 2kt cotg (kl/2) 5 k’ le déplacement de la corde 


Yo (t) KL z(t). Alors dans l’équation pour le générateur (10.4.2) on 
peut négliger y, par rapport à z. Dans ce cas la corde n'influe guère 


(10.4.7) 
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sur le générateur. Avec cela le générateur fonctionne sur la pulsation 
o=V (k+k)/M. (10.4.8) 


Cependant lorsque la fréquence du générateur s'approche de l’une 
des fréquences propres de la corde chargée en son centre par un ressort, 
Yo (t) croîtra et deviendra comparable à z (t). Lorsque k” est petit les 
pulsations propres des tons impairs de la corde (les tons pairs n'étant 
pas excités, le ressort étant accroché au centre de la corde) sont voi- 
sines des pulsations propres de la corde sans charge 


2s+1 va 
mis V— (10.4.9) 


On voit de (10.4.7) que y, ne sera de l’ordre de z qu’au voisinage des 
valeurs de k telles que 


kl 2s+1 
+ CHUE (10.4.10) 


Pour obtenir la relation entre y et z à l'interaction forte entre la 
corde et le générateur développons en série cotg (Æ//2) autour de la 
valeur kl/2 — (2s + 1) x/2: 


cotg IE LR. (10.4.11) 


La quantité À peut être exprimée en paramètres de la corde et en 
pulsation du système w encore inconnue. Pour ce faire tout en sup- 
posant le caractère du processus sinusoïdal substituons y (t) — 
— B exp [j (wt + p)l dans l'équation d'oscillations de la corde 
(10.4.1). Il en résulte la relation suivante 


—poù® + jho + ET = 0. (10.4.12) 
d'où pour petits k on obtient la relation entre Æ et w: 
/ mi. 
ksoy &(1- fe). (10.4.13) 


En substituant (10.4.11) et (10.4.13) dans le dénominateur de (10.4.7) 
ce dernier prend la forme 


2RT cotg + k'=plo (w,—w)+jhl(u—-%%)+8#". (10.414) 


Comme w est de l’ordre de w, on peut admettre que wo (w, — w) Æ 
& (wi — w°)/2. Donc, (10.4.7) acquiert la forme 


[ ol (wi— w?) ++ jhlo+k' | yo(t)=K'z(t).  (10.4.15) 
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Pour le générateur, on peut écrire z (t) = À exp (jt). Les vibrations 
de la corde s’effectuant dans une phase différente de la phase du 
générateur, y (t) = B exp [j (wot + p)l. 

En reportant z: et y, dans (10.4.15) et dans l'équation d'oscilla- 
tions pour le générateur (10.4.2) on déduit 


[5 OÙ (55 — w?) + k’] B cos @— _ hlwB sin —k"4=0, 


[+ pl (@$ — w?) + K'| B sin qç + = hlowB cos p=0, 


(—Mo+k+k") À —k'B cos p=0, 
RrésOA — kB sin p—0. 


(10.4.16) 


Nous avons obtenu un système de quatre équations par rapport 
à quatre inconnues À, C = B cos @, D = B sin @, kr. Pour trou- 


Go Goes Oes  Qc7 Qc 


Fig. 10.20. Variation de la pulsation des vibrations dans le système en fonction 
de la pulsation partielle 


ver les amplitudes slationnaires il faut connaître la forme concrète 
de la dépendance h:4, (A). Toutefois si on ne s'intéresse qu'à la ré- 
ponse en fréquence du système on peut se limiter aux trois premières 
équations. C'est un système d'équations linéaires sans second membre 
par rapport à À, C et D. La solution non triviale du système est 
obtenue lorsque son déterminant est nul 


; | ; { 
— k TZ Pl (@$ — w?) + k — 7 hol 
0 + ho! + pl(vi—o)+8# |=0. (10.417) 


— Mo +k+k! — k' (4) 
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En développant le déterminant on obtient 
a —a, 


2 2 
D" —Qe, 


(@°® — &£,) (0°? — wÿf) — œix + 407w°? — 0, (10.4.18) 
où æ& = 2'/pl, a = k"/M, 28 —hlp, où, = wi + à. 

Cette équation pour la pulsation donnée w., coïncide avec l’équa- 
tion de pulsations pour le système auto-oscillant chargé d’un circuit 
supplémentaire de pulsation partielle w,, (cf. (7.4.7)). Si le couplage 
est supérieur à celui critique, i.e. à ax, >> 40*w*, au voisinage de la 
pulsation w., on a l’effet d’entraînement. La corde possède un nom- 
bre infini de pulsations propres w., et l’effet d'entraînement appa- 
raîtra au voisinage de toute pulsation we, (s — 1, 2, ...). La dé- 
pendance entre la pulsation du système complexe et l’accord du géné- 
rateur w4 a la forme représentée fig. 10.20. Puisque le couplage cri- 
tique ($ 7.4) dépend de la fréquence, à des fréquences assez élevées 
le couplage devient inférieur à celui critique et les domaines d'’en- 
traînement disparaissent. 

Tout comme dans le cas du système à deux degrés de liberté le 
phénomène d'entraînement de fréquence du générateur chargé par 
une cavité à haut facteur Q peut être utilisé dans le but de sa stabi- 


lisation en fréquence au voisinage de l’une des fréquences propres de: 
la cavité. 


CHAPITRE 11 


SYSTÈMES AUTO-OSCILLANTS À CONSTANTES 
RÉPARTIES 


$ 11.1. Système auto-oscillant à spectre inéquidistant 
de fréquences propres 


Le système à constantes réparties de longueur finie a une infinité 
de fréquences propres et, donc, le caractère du spectre de fréquences 
propres joue le rôle de premier plan dans l'excitation des auto-oscilla- 
tions. Si le spectre est inéquidistant de sorte que les fréquences de 
combinaison ne sont pas propres, le système est le siège d'oscilla- 
tions sinusoïdales à l’une des fréquences pour laquelle sont satisfaites 


he 


. : 
T 


p107) C 4 LÀ 


Fig. 11.1. Système auto-oscillant à constantes réparties à résistance négative 
à uno extrémité et différentes charges à l'autre 


les conditions d’auto-excitation et de stabilité de l'amplitude sta- 
tionnaire. Dans les systèmes auto-oscillants à spectre équidistant 
il y a excitation simultanée de plusieurs oscillations, la forme des 
oscillations excitées étant loin de celle sinusoïdale. 

En qualité d’un système auto-oscillant à spectre inéquidistant 
considérons une ligne bifilaire limitée dont une extrémité débite 
‘ans un élément actif non linéaire (diode à effet tunnel. transistor, 
tube électronique, etc.) (fig. 11.1). *) 

Supposons que la ligne possède des paramètres répartis L, C et R. 
Un bipôle non linéaire branché sur l'extrémité de la ligne est pourvu 
d’une capacité C, et sa caractéristique volt-ampère a une portion 
tombante ($ 5.1). 

Procédons à la résolution du problème pour le cas où la résistance 
de la ligre est beaucoup plus petite que son impédance caractéristi- 


que, Zo = V LIC, i.e. le paramètre u — Te est fortement infé- 


*) Vitt A.A. WJTF.— 1934. T. 4. P. 144. 
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rieur à l'unité. En profitant des équations des télégraphistes (10.1.22): 
(en négligeant la fuite) 


ou du ôi ; 
a) nn Ce: b) Ni, (11.1.1) 


écrivons l’équation d’onde pour la ligne 


du 
oz? 


du du 
= — LC + RC =. (11.1.2) 
La condition aux limites à l'extrémité x = 0 a la forme 
= — Ci + ia (u). (11.1.3) 


En éliminant à l’aide de cette relation de l'équation des télégraphistes 
(11.1.1b) à et ài/0t on obtient la condition aux limites pour la ten- 
sion u: 


) g® ôu ôu : 
= LC, ne —L LS + RC1 — Ria(u). (11.1.4) 
La condition aux limites à la seconde extrémité de la ligne x = 
dépend de ce qui est branché sur la ligne. Considérons quelques-unes 
des variantes de charges possibles. 
a) Sur l'extrémité de la ligne est branchée une capacité C 
(fig. 11.1, a). La relation entre le courant et la tension à cette extré- 


mité s’écrira alors sous la forme u = \ i dt/C,;. En utilisant l’équa- 
tion des télégraphistes (11.1.1b) on obtient la condition aux limites 
suivante 
ôu du du 
b) L'’extrémité de la ligne x — ! débite dans une self Z, 
(fig. 11.1, b). Alors à x = !, u — L, dildt et la condition aux limites 
prend la forme 


d'u R L  ôu 
6708 Lo Lo & * (11.1.6) 


Les conditions aux limites pour les extrémités court-circuitée et 
ouverte sont obtenues comme cas particuliers de (11.1.5) et de 
(11.1.6). 


c) Pour l’extrémité court-circuitée (fig. 11.4,c)à x —=/lona 


u = (0, (11.1.7) 
d) Pour l’extrémité ouverte (fig. 11.4, dd àzx=lona 

ou 

Te . (11.1.8) 
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Supposons que la caractéristique de l’élément non linéaire puisse 
être assimilée au polynôme cubique (régime doux) 
ia (u)=S Qu (1—u?/3u;), (11.1.9) 
où w&, est la tension de saturation, S$,, la pente de la partie linéaire 
de la caractéristique. 


Ici il est commode de passer aux quantités adimensionnées, aussi 
introduisons-nous quelques désignations: 


y=x/l, tx=t/iV LC, v—ulus, 
B=Lé/LI, x—=C/Cl, Y=CuCl, S=S,LIRIC. 
Dans ces désignations l’équation d’onde (11.1.2) s'écrit sous la forme 


92 02 (4) 
Sr = (41.1.11) 


(11.1.10) 


Respectivement, pour les conditions aux limites on obtient pour 
y=0 


d&ù 6 . 0 
Ver = HV S (1—v?)] 5 (11.1.12) 
pour y = 4 les relations (11.1.5) à (11.1.8) prennent la forme 
dv ® dv , 7 dv 
a TX TX EE =0, (11.1.13) 
dv 1 dv CES 
nATe à ty v=0, (11.1.14) 
Ê IP 
vu =0, (11.1.15) 
Jv 
dy — 0. (11.1.16) 


Comme les pertes d'énergie dans le système sont considérées comme 
petites, la contribution d'énergie proportionnelle à i4 (u) l’est aussi. 
C'est la raison pour laquelle on a omis dans l'expression (11.1.12) 
le terme proportionnel à Ri4 (v) car il est petit d'ordre p*. 

Partons dans la résolution du problème de la définition des fré- 
quences propres du système conservatif associé. Pour cela posons Lu 
égal à zéro. Ecrivons pour ce cas l'équation (11.1.11) et la condition 
aux limites (11.1.12) 


o? 02 
De — age = 0 (11.1.17) 
DE 0 à y=0. (11.1.18} 
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Pour y = 1 l’une des conditions aux limites suivantes est vérifiée 


Ge) 4 0? 1 9 
D ter 0 Dax tex 0 
A (44.119) 
C) v—0, d) y —0: 


La solution de l'équation (11.1.17) peut être mise sous la forme 
v—{[À cos (œy) + B sin (œwy)] cos (wTt + p). (11.1.20) 


En substituant cette solution dans les conditions aux limites (11.1.18) 
et (11.1.19a) on obtient l’équation pour déterminer les fréquences 


propres du système conservatif chargé à l'extrémité y = 1 par une 
capacité 


cotg @,=(xyoi—1)/[oz (x +Y)], = 1,2,... (111.21) 


Respectivement pour le système chargé à l'extrémité y = 1 par une 
self on a 


Po Ph 


tgo,=(1—Pyuf)/ Lo, (B +). (11.1.22) 


Les équations aux fréquences propres du système aux extrémités 
court-circuitées ou ouvertes sont obtenues comme un cas particulier 


de l'équation (11.1.21) à x = oo ou x = 0, i.e. 


cotg w, =), (11.1.23) 


tro, = — 7. (11.1.24) 


Toute expression de celles présentées fournit un spectre infini de fré- 
quences admissibles. Ce spectre est caractérisé par son inéquidis- 


tance. Notons que w, est une pulsation adimensionnée. La pulsation 
réelle $2 est égale à 


Q,=0o/1V LC. (11.1.25) 


Les pulsations propres sont déterminées des équations (11.1.21) 
à (11.41.24) par méthode graphique. L’exemple de détermination des 
fréquences propres à l’aide de l’équation (11.1.23) est donné fig. 11.2. 


Sur cette figure on a construit les courbes F = cotg w et la droite wy. 
Les points de leurs intersections déterminent les pulsations propres 
Wii, Dors Was EC. 

Trouvons maintenant les conditions d’auto-excitation du sys- 
tème. En analysant les conditions d’auto-excitation on peut linéariser 
la condition aux limites à l'extrémité y — 0. Cela signifie que l'on 
néglige dans (11.1.12) le terme v* devant l'unité. Pour simplifier les 
calculs on va considérer une ligne court-circuitée à y = 1. En procé- 
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dant de la manière analogue on peut également résoudre le problème 
pour d’autres types des conditions aux limites. 

L’équation d'onde (11.1.11) et les conditions aux limites dans 
ce cas prennent la forme 


dv div dv 
8) re x * 

9 92 Sd ( ù 
br =u(-S) + à y=0, (11.1.26) 
C) v=0 à y=1. 


Résolvons le problème linéaire obtenu par méthode des varia- 


F 


UT tu x Zros QU 
2 
Fig. 11.2. Détermination graphique des pulsations propres 


bles séparées et pour ce faire représentons la solution inconnue sous 
la forme 


0 (y, T7) = Y (y) T (x). (11.1.27) 
Substituons (11.1.27) dans (11.1.26a) ; on trouve pour Ÿ (y) et T (t) 
les équations ae 


_e HA =0, tu ST +AT=0, (11.1.28) 


où A° est la valeur propre du problème limite. 
La solution générale de l'équation (11.1.26a) sera écrite sous la 
forme 


v (y, t)=(4 cos Ay + B sin Ay) exp[(—u/2 + jA) t]. (11.1.29) 


En substituant (11.1.29) dans les conditions aux limites à y = 0 
on détermine le rapport des amplitudes B et À: 


BlA=T juS — AY. (11.1.30) 


D'autre part, la condition aux limites à y — 1 permet de trouver 
que le rapport des amplitudes B/A est égal à 


BIA — —cotg A. (11.1.31) 
1/3 26—747 
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En égalant (11.1.30) et (11.1.31) on obtient 


cotg A=AY + jus. (11.1.32) 
Développons en série À par rapport aux puissances de u: 
A=o<+uA +... (11.1.33) 


où o est l’une des pulsations propres du système conservatif associé. 
Dans le cas envisagé de l'extrémité court-circuitée w satisfait à l’équa- 


D, Wits 4 Os Qg y Os W 


Fig. 11.3. (Graphique de la fonction f (w) pour une ligne à l'extrémité court- 
circuitée 


tion (11.1.23). En nous limitant dans la relation (11.1.33) au terme 
de l’ordre pu substituons-le dans (11.1.32) 


cotg © — A, (1 + cotg2&)= Yo + LAÏY+ jus, 
d’où 
a 
1H 
Puisque À, est une quantité purement imaginaire la correction à la 


fréquence est absente en première approximation. 
La solution (11.1.29) peut maintenant s'écrire sous la forme 


v (y, r)=[4 cos (Ay) + B sin (Ay)lexp [(—u/2+ u | Ai | + jo) 1]. 
(11.1.35) 


D'où il découle que la solution croissant dans le temps sera à | A, | > 
> 1/2. Dans l’exponentielle (11.1.35), le terme u/2 caractérise les 
pertes d'énergie (décrément) et le terme u | A, |, l’incrément du 
système. En exigeant que l'incrément du système dépasse le décré- 
ment (aux petites amplitudes) on obtient la condition d'auto-exci- 
tation du système 


A=+ (11.1.34) 


S>(1+7Y+%072)/2. (11.1.36) 


Procédons à l'analyse graphique de l'inégalité (11.1.36). Pour ce 
faire construisons le second membre de l’expression (11.1.36) en 
fonction de la pulsation f (w) (fig. 11.3). Sur la même figure menons 
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une droite correspondant à la quantité S. Sur l’axe des abscisses 
on a marqué les valeurs discrètes de la pulsation wz (4 —= 1, 2, ...) 
qui correspondent aux pulsations propres du système qui satisfont 
à l'équation (11.1.23). Comme on voit avec l'accroissement du nu- 
méro de la pulsation propre le dépassement de l'’incrément sur le 
décrément diminue. À partir d’une certaine pulsation (w,) le système 
n'est pas excité. 


$ 11.2. Auto-oscillations stationnaires 


L'amplitude d'une vibration stationnaire est déterminée par la 
solution de l'équation de base (11.1.11) satisfaisant aux conditions 
aux limites (11.1.12) et (11.1.15). Dans un système conservatif 
(u = 0) les mouvements périodiques sont possibles à toute amplitude, 
fonction des conditions initiales. Dans un système non conservatif 
(u 0) les mouvements périodiques n’existent qu'avec des ampli- 
tudes déterminées correspondant à l'égalité de la contribution d’éner- 
gie provenant de la résistance négative et des pertes dans une ré- 
sistance active de la ligne. Dans ce cas particulier du régime doux, 
comme on le sait, il n'existe qu'une seule amplitude stationnaire. 
C’est l’amplitude du cycle limite proche de l’une des trajectoires 
fermées du système conservatif correspondant. 

On peut admettre que la solution pour un système non conservatif 
a la forme 


ÙU = Vo + y + 0e + ..., (11.2.1) 


où , est l’une des solutions pour le système conservatif. 
(11.1.17) combinée à la condition aux limites (11.1.18) fournissent 
pour w, : 


Vo =À [cos (oy) — yo sin (@y)] cos (ot). (11.2.2) 


Ici l'amplitude À est à choisir de façon qu’elle soit voisine de celle 
du cycle limite du système auto-oscillant. Dans ce cas la quantité v, 
et les termes correspondant aux approximations supérieures ne croi- 
tront pas avec le temps. Substituons (11.2.1) dans l’équation (11.1.11) 
et les conditions aux limites (11.1.12) et (11.1.15). L’équation et les 
conditions limites pour v, prennent la forme 


a) LE — = — A0 [cos (y) — Yo sin (oy)] sin (ot), 
b) y = — (j—S) A0 sin (ut) — (11.2.3) 


— S A0 cos? (ot) sin (ot) à y=0, 
c) v,=0 à y—={. 


Ces équations ont la forme de celles décrivant un système con- 
servatif soumis aussi bien aux forces réparties qu'aux forces localisées 
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aux extrémités. Les expressions de ces forces comprennent les com- 
posantes de pulsations w et 3w où w est la pulsation définie par la 
relation (11.1.23). Puisque le spectre de fréquences du système étudié 
est inéquidistant, i.e. 30, = «2, alors la composante de la force de 
pulsation 3w, n’entraïînera pas dans le système un mouvement d'une 
amplitude notable. C’est pourquoi cette composante de la force peut 
être négligée. La condition aux limites (11.2.3b) acquiert la forme 
dy © dvi 


or Va = — Ao [rs (1 — 4) sin (ot). 


Ainsi, le système conservatif avec pulsation propre w est sollicité 
par la force de pulsation de résonance. La solution stationnaire 
dans ce cas est possible dans leseul cas où la condition d’orthogonalité 
de la force extérieure et de l’oscillation propre du système est satis- 
faite. Cette condition détermine l'amplitude stationnaire, i.e. l’am- 
plitude qui ne croît pas avec le temps. Pour cette raison on exige que 


U = V (y) sin (wt). (11.2.4) 
En substituant la solution de la forme (11.2.4) dans l'équation 
(11.2.3) on obtient 
a) FE + = — Au [cos (oy) — ywsin (oy)], | 
Tu RE pe A! (11.2.5) 
nav ge [F5 (1 À) 
pour y=0, 
c) V=0 pour y—=1. 


_ La solution générale de l’équation (11.2.5a) avec le second mem- 
bre a la forme 


V (y) =B cos (œy) + C sin (oy) — - Ayoy cos (œy) + Ay sin (œy). 
(11.2.6) 


À partir de (11.2.6) et des conditions aux limites (11.2.5b, c) en 
tenant compte de (11.1.23) on obtient deux relations reliant À, B,C: 


C+voB= — 24% +48 (1 — 4°), 


2 A 2 (11.2.7) 
D'où l'on tire l'amplitude d'oscillations stationnaires 
| 1474 Po} 
Ai=4 [1 (11.2.8) 


$ 11.2] AUTO-OSCILLATIONS STATIONNAIRES 389 


L'amplitude stationnaire n'existe que sur les pulsations w, qui 


vérifient S >> (1 + y + %*wk)/2. Il est aisé de voir que cette con- 
dition coïncide avec celle d’auto-excitation (11.1.36). On voit aussi 
avec l'expression (11.2.8) et la fig. 11.3 qu’à l'augmentation du 
numéro de la pulsation propre l'amplitude stationnaire diminue. 

Donc, on a obtenu une solution stationnaire pouvant être écrite 
en première approximation sous la forme 


v= V9 + = A4, [cos (oy)— Yo, sin (&,y)] COS (@,T) + 
+ uB cos (o,y) sin (@,T) + u [+ A, (1 + of?) —vo,B | X 
X sin(œ,y) Sin (@4T) —u + Aay Sin (Ozy) sin (@,T) — 
— Hi + ALVory cos (w,y) sin (@,Tt)  (11.2.9) 


(la quantité C étant éliminée à l’aide d’une des relations (11.2.7)). 

Afin d'analyser la stabilité de la solution impliquons à v un 
petit écart z. Le mouvement est stable si z est une fonction non crois- 
sante du temps. 

En effectuant les.calculs mathématiques correspondants on peut 
montrer que la vibration d'amplitude 4, sur la pulsation w, sera 
stable si 

1 
> 04e | (142.10) 


où w, est une des pulsations propre de vibrations satisfaisant à l’équa- 
tion (11.1.23). 

Il est à noter que dans la condition d’auto-excitation (11.1.36), 
dans la condition de stabilité du mouvement périodique (11.2.10) 
de même que dans l’expression de l'amplitude stationnaire (11.2.8) 


entre une même fonction de fréquence: f (w;) = (1 + y + y’wi)/2. 
Cela permet relativement aisément d'analyser les résultats obtenus. 

Adressons-nous de nouveau à la fig. 11.3 où cette fonction est 
représentée sous forme d’une dépendance continue de la pulsation. 


Celles des amplitudes 4, seront stables pour lesquelles est satis- 
faite la condition 


S—{ (@) > + 1S—f (wi). (11.2.41) 


Comme Ja différence S — f (w;:) est maximale pour la pulsation la 
plus basse w, (fig. 11.3) seront alors stables les À, telles que 


S—f (04) > + 1S—f (wi)]. (11.2.12) 
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La droite [S -— f (w,)]/2 est montrée fig. 11.3 par une ligne en 
trait interrompu. Cette figure nous renseigne que le nombre de pul- 
sations pour un $ donné pour lesquelles est remplie la condtion 
d’auto-excitation (pour l'exemple envisagé). est égal à sept (i = 7). 
Toutefois seules les vibrations pour À = 1, 2, 3, 4, 5 seront stables 
car pour elles la différence S — / (w:) est supérieure à [S — f (w,)]/2. 

La fig. 11.3 montre que les oscillations les plus faciles à exciter 
sont celles de la pulsation la plus basse parmi les pulsations propres 
w,. En se donnant les conditions initiales déterminées il est possible 
d’exciter dans le système les oscillations sur l’une des pulsations 
Oo, O3, 0%, @5. Chacune de ces oscillations sinusoïdales peut exister 
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Fig. 11.4. Graphique de la fonction f (w) pour une ligne à charge capacitive 


de façon stable dans le système. Si le système génère des oscillations 
de pulsation w,; où i > 2 la diminution d’incrément entraîne celle 
de l'amplitude des oscillations de la pulsation donnée. Une fois la 
condition de stabilité (11.2.10) violée il se produit la transition par 
saut de l’oscillation de pulsation w; à l'oscillation de pulsation w.. 
Le problème de génération simultanée de plusieurs fréquences exige 
une analyse spéciale. 

Pour une ligne chargée à y — 1 par une capacité ou une self les 
conditions d’auto-excitation, l’amplitude d'oscillations stationnaires 
et la condition de stabilité ont la même forme que pour une extré- 
mité fermée. La différence ne consiste que dans la forme de la dé- 
pendance de la fonction f (w;) de la pulsation. 

Ainsi pour le cas de la charge capacitive on a 


x (1+ V0!) 


fo) =+ (A+ T+ Vo) + TE, 
2 (14x20?) 


(11.2.13) 


et pour une ligne chargée par une self, la fonction f (w:;) est éga'e à 
B (1+P20?) 
2 (1+ Pot) 


Il découle de (11.2.13) et de (11.2.1 4) que la fonction f (w) peut ne 
pas être monotone. La fig. 11.4 présente la dépendance f (w) pour le 


fo) = (1 ++ Vo) + (41.2.14) 
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cas de la charge capacitive à x > y (Co > Ci). Dans un tel système 
ily a l’excitation des oscillations (pour notre exemple) sur les pulsa- 
tions de «3 à w. Les oscillations stables sont celles de pulsations 
Or Os Og- 


$ 11.3. Systéme auto-oscillant à constantes réparties 
à spectre équidistant de fréquences propres 


Si les charges réactives au bout des lignes sont petites comme 


c'est le cas de la charge capacitive ns & let + & 1 le spectre des fré- 
quences propres est proche de celui équidistant. Les oscillations 
engendrées dans ces lignes sont 

non harmoniques par ce qu'il -- + L(T.l) 

se produit simultanément l’exci- 
tation de plusieurs modes à fré- 
quences multiples, d’où il vient 
que la forme des auto-oscillations x=0 xl 
peut être assez compliquée (même Fig. 11.5. Schéma du système à cons- 


triangulaire) *). . tantes réparties auto-oscillant à diode 
Analysons un système auto- à effet tunnel 


oscillant composé d'un segment 
d’une ligne de transmission chargée d’une diode à effet tunnel à 
capacité parasite négligeable (fig. 11.5). 

L'équation d'onde pour la ligne libre de pertes a la forme ordi- 
naire 


du ou 
Pour une ligne court-circuitée pour x = 0 et chargée pour x = l 
par une diode à effet tunnel les conditions aux limites sont les sui- 
vantes 


u (0, t) = 0, (11.3.2) 

i(l, t)=flu(l, t) + 61, (11.3.3) 

où € est une polarisation constante sur la diode et i = f (u4), la 
caractéristique volt-ampère de la diode à effet tunnel. 


La solution de l'équation de l'onde (11.3.1) en conformité avec 
$ 10.1 compte tenu de la condition aux limites (11.3.2) s'écrit 


u(z, =F(t—£)-r(1+2), 


(41.3.4) 
ox {r(t-E)+r (++) 


*) Vitt A. A./JTF.—1936. T. 6. P. 1459. 
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où Z, = V L/C est la résistance d'onde de la ligne, v = 1/7 LC, 
la vitesse d'onde dans la ligne. 

En mettant (11.3.4) dans la condition aux limites pour x = 1 
on voit 


r(-E)+r (er E) ea (r (ee) er (+8) +5] 
(11.3.5) 


où 7/2 = l/v est le temps au bout duquel l'onde parcourt la dis- 
tance L. L'équation (11.3.5) se récrit sous la forme 


F (t+—+)=o[r (+) |. (11.3.6) 


Cette équation fonctionnelle permet de déterminer l'état du système 
à l’instant t + 7 si son état à l'instant £ est connu 


FG+T)=ŒOTF(E].. (11.3.7) 


Supposons qu’à l'instant initial on connaisse la fonction F(t), 
i.e. F(t) = F, (t), où F, est une fonction connue du temps t dans 
l'intervalle 0<1<T. 

__ Pour tout {, appartenant à cet intervalle, on a un processus ité- 
ratif suivant 


F=F (Lo); 
F;=F (to+T)=0 (F6 (to), 
Fi=F(to+2T)=O[F (+ T)]= | 
=D {0 (F5 (t0)]}= DE [Fo (to)], (11.3.8) 
Fa=F(to+nT)=O {Fr [to +(r—1) Tl}= 
=00 ...D[F(t0)] =D [F6 (bo)]. 


Pour nr —+ oc (11.3.8) peut avoir deux types de solutions limites. 
Premièrement il existe une valeur unique F, satisfaisant à l’équa- 
tion 

Fx=0(F>). (11.3.9) 
Cette solution correspond au processus non oscillatoire dans la ligne 
(tension et courant continus). Deuxièmement, la suite tend au cycle 
limite aux racines (cf. $ 5.4) 


Pan sir. (11.3.10) 


Chaque racine itérative de l'indice m de (11.3.10) satisfait à la 
relation 


End (Fail. (11.3.11) 


qui décrit le processus périodique dans la ligne. La forme des oscilla- 
tions dépend de celle de la caractéristique de la diode à effet tunnel 
et de la valeur de polarisation &.. | 
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Il est commode d'étudier le caractère du processus s’établissant 
dans le système par méthode géométrique. (Construction de Lemerey, 
voir Ch. 5). Sur la fig. 11.6 est construite la fonction F (t + T) = 
— ŒT[F (t)]. Ici même on voit la droite F (t + 7) = F (t), bissectrice 
de l'angle de coordonnée. Pour suivre le caractère d'établissement 
des oscillations dans le système et définir la stabilité de la solution 
stationnaire procédons sur la fig. 11.6 à la construction suivante. 
Prenons sur la courbe © le point d’abscisse Æ, (4) d’où traçons la 
droite horizontale jusqu’au point d’intersection avec la bissectrive. 


F(E*+T) 


F fe Ft) 


Fig. 11.6. Schéma du processus itéra- Fig. 11.7. Construction de Lemerecy 
tif (construction de Lemerey) à un pour le cas de l'existence de trois 
état stationnaire solutions stationnaires 


Menons de ce point d'intersection de la droite avec la bissectrice une 
droite verticale jusqu’à l’intersection avec la courbe O. En pour- 
suivant celte construction on obtient la suite de valeurs F, (+) 
correspondant pleinement au processus itératif (11.3.8). On a cons- 
truit fig. 11.6 cette suite convergeant vers une valeur unique F4 
correspondant à l’intersection de la bissectrice et de la courbe ®. 
Il est aisé de voir que la valeur stationnaire F, est dans ce cas stable. 
F sera instable si | dD/dF |rer, > 1. Sur la fig. 11.7 on voit la: 
dépendance Z° (t + T) = OF (t)] pour laquelle il existe trois solu- 
lions stationnaires de l'équation itérative. Deux valeurs limites 
Foi et F2 Correspondent à la première solution stationnaire. Pour 
la seconde solution stationnaire on a également deux valeurs limites 
Fo3 et For. Fos Correspond à la troisième solution stationnaire. 
La construction montre que la première et la troisième solutions sont 
stables alors que la seconde est instable. 

Les lignes brisées en trait interrompu correspondant au pro- 
cessus itératif sont analogues aux courbes intégrales dans le plan des 
phases. Les suites limites (fig. 11.7 elles sont représentées en lignes 
continues) sont semblables aux cycles limites. Les suites limites 
instables sont des séparatrices, isolant les domaines de l’approche 
des différentes solutions stables. Laquelle des solutions stationnaires 
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s’établira dans le système dépend des conditions initiales, i.e. de la 

répartition du courant et de la tension sur la ligne pour { = 0. Tous 

les cycles limites forment dans le plan F (t + T), F (t) les polygones 

fermés dont les sommets se 

situent sur la courbe © et la 

bissectrice. Dans Île cas particu- 

lier représenté fig. 11.7 les cycles 

limites représentent les carrés. 

Le type de la suite limite 

| dépend de la caractéristique 

U w Ad concrète de la diode et de la 

| | polarisation &. On voit fig. 11.8 

la caractéristique typique de la 

fonction à = f (ua) pour la diode 

à effet tunnel. Pour ua << u, et 

u4 > u, la résistance différentielle de la diode est positive. pour 
u, <'ug < Wu, elle est négative. 

Pour obtenir l'équation fonctionnelle (11.3.6) il faut passer des 

variables u4 et { aux variables F (t)et F (t + T). Utilisons les rela- 
tions (11.3.3) et (11.3.4) pour 


= 
ua —6 =ut(l) — 
=F()—F(G+T), 
Li =FH+F(C+HT). 
(11.3.12) 


i 
| 
| 


Fig. 11.8. Caractéristique volt-ampère 
de la diode à effet tunnel 


iZoNT 


Ft +T) 


Il en est évident que pour passer 
des variables uy, i à Fit), 
F(t+T) il faut translater l’origine 
de segment € le long de l’axe 
u4, imprimer une rotation au 
repère obtenu de 45° et changer 


l'échelle sur l’axe us de 1/V 2 


Fig. 11.9. Détermination de l’état 


fois et sur l'axe à, de Lol V2 fois. 
La transformation de coordon- 
nées correspondante est illustrée 
fig. 11.9 où sur l’axe des abscis- 
ses est portée la valeur u/W 2— 


(uq _— EV 2. 


stationnaire quand on choisit le point 

de travail sur la portion de la caracté- 

ristique à résistance différentielle 

positive. En pointillé est indiqué le 

processus itératif convergent vers le 
point stationnaire 


L'état stationnaire du système dépend essentiellement de la 


polarisation 6. Si é Lu, oué > u;, i.e. le point de travail est 
situé dans le domaine de la résistance différentielle positive de la 
diode, il n'existe qu’une seule valeur limite de FX. L'établissement 
de la tension et du courant dans la ligne pour le cas € << u, est donné 
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fig. 11.9. La tension nulle dans la ligne correspond au régime sta- 
tionnaire F,; dans ce cas le courant continu parcourt la ligne. 
Si le point de travail est choisi sur la portion tombante de la 
caractéristique de la diode (u, << € << u,), le système est le siège 


F(É+T) imNT 


LS 
FT 27 IT AT OT 
A Fig. 11.11. Forme des oscillations 
stationnaires excitées 


Fig. 11.10. Détermination de la solu- 
tion stationnaire lorsqu'on choisit le 
oint de travail sur la portion tom- 
ante de la caractéristique de la diode 


f 
6T7TET 


t 
Ac 
T2TST ST J0T & 
Fig. 11.12. Suite limite aux gran- Fig. 11.13. Forme du courant et de 
des 2, la tension correspondant à la suite 


limite représentée sur la fig. 11.12. 


des auto-oscillations dont la forme et l’amplitude sont déterminées 
par 6 et la résistance d’onde Z,. Si le point de travail choisi corres- 
pond au maximum du module de la résistance négative de la diode à 
effet tunnel | R_ | et Z, Æ | R- |, alors s'établit un régime illustré 
fig. 11.10. La forme de la tension et du courant stationnaires dans la 
ligne correspondant à ce régime est présentée fig. 11.11. Au bout du 
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temps T = 2l/v il se produit la commutation de la diode à effet lun- 
nel. Le courant dans la ligne demeure par ailleurs continu. 

Si Z, croît la courbe ® [F (t)] s’étire le long de la bissectrice. Il 
en résulte une forme plus complexe de la suite stationnaire limite. 
La forme de la tension et du courant dans la ligne devient égale- 
ment plus compliquée. On voit fig. 11.12 l’une des formes possibles 
de la suite limite pour les Z, grandset fig. 11.13, la tension et le 
courant en fonction du temps, dépendance correspondant à la 
fig. 11.12. Dans ce cas les auto-oscillations sont périodiques de 
période 57 ; la forme du courant et de la tension est très complexe. 

Ainsi, dans les systèmes auto-oscillants à spectre équidistant 
existent les aulo-oscillations de caractère de relaxation ($ 5.2). 


$ 11.4. Laser comme système auto-oscillant à constantes réparties 


Le générateur optique iquantique, laser, est un système auto- 
oscillant à résistance négative répartie, cette dernière étant créée 
par un milieu à population inversée. ‘ 

La résistance peut être négative seulement dans une bande de 
fréquences déterminée au voisinage d’une raie d'absorption du milieu 
donné. En règle générale, dans les limites de la largeur d’une raie 
de la substance active on compte plusieurs pulsations propres de la 
cavité résonnante. Pour cette raison, le laser génère, dans ce cas 
général, plusieurs modes de fréquences voisines de fréquences propres 
de la cavité. 

On analyse le fonctionnement du laser dans une approximation 
semi-classique. Le champ électromagnétique est décrit par les équa- 
tions de Maxwell alors que la polarisation du milieu déterminant la 
résistance négative non linéaire est expliquée en langage quantique. 
Les amplitudes et les phases d’oscillations générées par laser peuvent 
être trouvées par méthode du champ auto-adapté. Un champ électro- 
magnétique agissant sur un milieu actif y induit une polarisation 
P (r, t). En son tour, la polarisation est une source d’un champ 
électromagnétique. 

Dans le cas le plus simple d’une cavité formée de deux miroirs 
plans distants de !, ce sont des types d'’oscillations axisymétriques 
qui ont le facteur Q le plus élevé. Le champ électromagnétique de ces 
oscillations varie lentement dans la direction parallèle aux miroirs, 
ce qui permet de se limiter à considérer un problème unidimensionnel 
dans lequel l'unique variable d’espace z est dirigée le long de l’axe 
de la cavité. 

L'équation d'onde pour les modes de symétrie axiale peut être 
déduite des équations de Maxwell 


0*E | 0E 1 dE RP 
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Cette équation est écrite en négligeant le caractère vectoriel du champ 
électromagnétique, ce qui est valable pour la cavité où sont créées 
les conditions d’excitation d'oscillations à plan de polarisation dé- 
terminé. La grandeur & caractérise toutes les formes de pertes d’éner- 
gie dans la cavité optique. 

L’intensité du champ électrique peut être représentée sous forme 
d’une série en fonctions propres des modes normaux de la cavité: 


E (2, t)} = 4, (t) sin (k,2), (11.4.2) 


où 4, = na/l — 2x/h, est le nombre d'onde de la #-ième vibration 
normale. Cette forme de vibrations normales correspond aux con- 
ditions aux limites Æ (0, t) = E (1, t) = 0. i.e. aux points z = 0 
etz — Lse placent des miroirs à coefficient de réflexion égal à l'unité. 
En substituant (11.4.2) dans (11.4.1) on obtient une équation 
différentielle pour une composante de Fourier d’espace du champ 

électrique 4, (6): 
d'Ah & dAh 


2? dPh 
dt? LA dt 


€ dt? 


LALA, = — (11.4.3) 


où Q, est la pulsation propre de la cavité égale à 
Q,=nnec/l, (11.4.4) 


Qh étant le facteur Q de la cavité sur le 7-ième mode, w, la pulsation 
du champ électromagnétique, P, la composante de Fourier d'espace 
de la polarisation du milieu égale à 


l 
Pa (t)=—<- Ü (a, t)sin PE az. (11.4.5) 
0 


Pour le facteur @, suffisamment élevé on peut pour résoudre les 
équations (11.4.3) recourir à la méthode des amplitudes lentement 
variables (cf. $ 2.5). Cherchons une solution de équation (11.4.3) 
sous la forme 


À; (t)=E, (t) cos[o, (+) +, (t)], 
P, (t)=0C, (t) cos [ont + pn ()] + SA (6) sin [ot +, (t)], 


où Æ, (t) et @, (t) sont l’amplitude et la phase lentement variables 
pendant la période 2x1/w de la n#-ième vibration, C, (t) et S, (4), 
les composantes lentement variables de P, (t). 

D'habitude, pour les lasers à gaz le temps d’établissement d’une 
population inversée est beaucoup plus petit par rapport à celui 
d'établissement de l’amplitude d’oscillations. On peut alors admettre 
que la polarisation P, (t) a le temps pour suivre l’ amplitude du champ 
électrique. Dans ce cas les équations tronquées pour l’amplitude et 


(11.4.6) 
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la phase du n-ième mode ont la forme 
A) 


És+3 pe En= — Ge Sn, (on + pr —Q,) En=— Ca. 
(11.4.7) 


Les composantes de polarisation C, et S, dépendent de l'amplitude 
du champ électrique Æ£,. Cette dépendance est déterminée par le 
mécanisme de création de la population inversée du milieu et par 
le caractère d’élargissement de la raie spectrale du milieu actif. 
Si l’intensité du champ électrique dans la cavité est faible (le laser 
génère au voisinage du seuil d’auto-excitation) alors il est possible 
dans le développement de C, et S, en amplitudes du champ dese 
limiler aux lermes en puissance trois, i.e. 


e 7e Cn=0nEn+O0nEn+ > TnmËnEms 
à ra (41.4.8) 
. DE, Sh=ConËn—BnEr— > ON DEN 9-2 
msn 


Dans (11.4.8) on a omis les oscillations de pulsations de combinaison, 
i.e. on admet que les pulsations de la forme lu, + mo, pour tous 
l'et m entiers sont absentes dans les bandes passantes de la cavité 
optique. 

Les coefficients &o,Bn.0,m» On » On €t Tnm Pour le laser à gaz ont 
été calculés par Lamb *). Les calculs ont été faits dans l'hypothèse 
que le milieu actif peut être assimilé à un système à deux niveaux 
pourvu de population inversée. Les coefficients entrant dans les 
relations (11.4.8) dépendent des pulsations propres de la cavité Q,, 
du degré d'inversion de la population. du temps de relaxation des 
niveaux de travail supérieur et inférieur et de la largeur de la raie 
d'absorption. Compte tenu de (11.4.8) les équations tronquées pour 
l'amplitude et la phase du r7-ième mode du laser prennent la forme 


En = (oon— 59) En—BnEr— D OnmEnEmr (11-49) 


2Qn 
men 


On + Qn = Qn + On +PnEi+ D TnmEn. (41.4.10) 


mn 


Il découle de l’équation (11.49) que la quantité &,, détermine 
l’amplification du milieu actif sur le 2-ième mode d’oscillations pour 
un petit signal. Pour cette raison la condition d’auto-excitation du 
n-ième mode d'oscillations peut s'écrire sous la forme &,, > w/2Q,. 


*) Lamb W. La théorie des masers optiques //Optique quantique et radio- 
physique quantique. 
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Cela signifie que l'apport d’énergie dans le système dépasse les pertes 
dans la cavité sur la pulsation correspondante. Le sens physique des 
autres coefficients des équations (11.4.9) et (11.4.10) sera éclairci plus 
loin. 

Considérons d’abord le cas où dans le système n’est excité qu’un 
seul mode. Les équations (11.4.9) et (11.4.10) acquièrent la forme 
suivante 

E— (co — 5 55) E—BE*, w=Q+o+pE?,  (11.4.11) 
d'où l’on peut trouver l’amplitude stationnaire et la pulsation du 
générateur 


a _ 1 0 _ 2 
E= (ao 0) o=Q +0+pE". (11.4.12) 


L’amplitude stationnaire ÆE, est d'autant plus grande que plus 
grand est l’apport d'énergie fournie vis-à-vis des pertes. De plus, £, 
dépend du coefficient de non-linéarité B. Ce coefficient détermine 
la diminution de la population inversée liée à la saturation du milieu 
actif engendrée par les oscillations du mode généré. La pulsation 
générée « diffère de la pulsation propre de la cavité de quantité 
0 + pE. Le coefficient © est proportionnel à la différence entre la 
pulsation propre de la cavité et la pulsation de la raie spectrale de 
la transition atomique. Pour cette raison il produit un entraînement 
linéaire de la pulsation générée vers la pulsation de la transition ato- 
mique. Un effet analogue a été examiné au $ 10.2. Le terme non 
linéaire pÆ* est responsable du décalage de fréquence dépendant de 
l'amplitude. 

Si l’amplification du milieu actif dépasse les pertes pour deux 
pulsations propres de la cavité optique on peut s'attendre à la géne- 
ration simultanée de deux modes d’oscillations indépendants. 

Dans le cas du régime à deux modes les équations tronquées pour 
les amplitudes £Æ, et E, auront la forme 


Éy=Ei—fiE—0%E,E, És=@E—fBoE—01EE*, (11.413) 


OÙ Gi = Go — W/2Q;, A = Age — W/2Q, sont des coefficients 
caractérisant le cas où l’amplification dépasse les pertes pour chacun 
des modes. Les coefficients €,, et 6., déterminent la diminution de 
la population inversée pour chaque mode due aux oscillations d’un 
autre mode, i.e. ils sont équivalents aux coefficients de couplage. 
Le sens physique des autres coefficients entrant dans l'équation 
(11.4.13) a été expliqué précédemment. 

Il est commode de transcrire les équations (11.4.13) pour les 
carrés des amplitudes Æ£? = X et Eï = Y': 


X=2X (ay —BiX —OuY), Y=2Y (ay—B2Y—0,,X). (11.414) 
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‘Analysons ces équations dans le plan de phase des variables X, Ÿ 
($ 1.1). Le sens physique ne peut être attribué qu’aux valeurs posi- 
tives de X et de Ÿ, i.e. les trajectoires de phase se situent dans le 
premier quadrant. La droite 


&—B1X —0,9 Y =0 (11.4.15) 


est une isocline des tangentes verticales. i.e. sur elle dX/dY° = 0. 
La droite 


La — Bo Y —01X —=0 (11.4.16) 


est une isocline des tangentes horizontales (dX/dY — oo). Dans le 
cas général quatre solutions stationnaires du système d’équations 
(11.4.14) sont possibles : 


X1=Y1=0, X2=0, Ya=G2/Bo, X 3=@1/B1; Y3=0, 


V— G1B2— 2012 Yi = CoB1 — 101 
BB2 — 012021 ” ! B1B2— 019021 


La première solution correspond à l’absence de génération, la seconde 
et la troisième, à la génération d'un mode. La quatrième solution à 
laquelle correspond, dans le plan de phase, le point d’intersection 
des droites (11.4.15) et (11.4.16) décrit le régime de génération simul- 
tanée de deux modes. 

La stabilité des solutions stationnaires peut être déterminée 
par l'analyse du comportement de petits écarts par rapport aux solu- 
tions stationnaires (voir $ 4.2, par exemple). Cependant dans le cas 
envisagé la stabilité des états stationnaires peut être analysée à 
l’aide du plan de phase. 

Nous allons considérer seuls les cas où &, et &, sont supérieurs 
à zéro, i.e. où les conditions d’auto-oscillations sont satisfaites pour 
les deux modes. Les coefficients B, et B, pour le milieu actif sont 
toujours positifs. Sur la fig. 11.14 sont représentées les trajectoires 
de phase pour le cas où @,/fB1 >> 2/05, &1/0,2 >> &2/B4. Les droites Z 
et 2 sont les isoclines des tangentes verticales et horizontales. Ces 
isoclines ne se rencontrent pas dans le premier quadrant, ce qui 
témoigne de l'impossibilité de génération à deux modes. Les points 
stationnaires correspondent aux trois autres régimes (0, O), (0, «./B:), 
(1/B1; 0). 

Pour pouvoir juger de la stabilité de ces états on suit le sens du 
mouvement du point figuratif le long des trajectoires de phase au 
voisinage de l’état stationnaire donné. Comme on voit fig. 11.14 
et de l’équation (11.4.14), à droite de la droite Z la variable X dimi- 


nue avec le temps (X < 0) et à gauche de cette droite À croît. Au- 


(41.447) 


dessous de la droite 2 la variable Ÿ croît (Ÿ > 0) et au-dessus décroît. 
Les trajectoires de phase sont montrées sur la figure en correspon- 
dance avec ces représentations. On voit que l’état d'équilibre et 
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Br À, 
Fig. 11.14. Trajectoire de phase dans le cas &,/B, > &2/0,1, &1/8,9 > o/Ba 


l'état X = 0, Ÿ — a;/B, sont instables. L’unique état stable est 
représenté par le point À = @,/B,, Y = 0. 

Ainsi, tant que («,/0,,) > &./B, et œ/f, > &:/0,, le système 
ne génère qu’un seul mode. Le second mode est supprimé par le 
mode à gain plus élevé. On peut introduire le gain effectif pour le 
second mode &@, = &o — 0»1%/B,. Lorsque «&, << 0, le second mode 
n’apparaît pas. Si les gains effectifs pour les deux modes sont positifs 
les deux modes d’oscillations peuvent exister dans le système. Dans 
ce cas, le régime de travail du système dépend du couplage entre les 
modes. En cas de couplage faible (B,B, > 0,:0,,) se produit une géné- 
ration simultanée des oscillations de deux fréquences. La fig. 11.15, a 
illustre les trajectoires de phase correspondant à ce régime. L’inter- 
section des droites Z et 2 définit le point stable (le nœud) des trajec- 
toires de phase. L'état d'équilibre et les régimes monofréquences 
au couplage faible sont instables. 

Dans le cas du couplage fort (B,B: << 8,,8,,) illustré fig. 11.15, à 
le point d’intersection de deux droites est instable (col). Les régimes 
monofréquences de la génération sont stables: X = «,/f,, Ÿ = 0 
et À = 0, Y = @,/p:. 

La forme des trajectoires de phase fig. 11.15, b montre que dans 
le système s'établit ou l’un ou l’autre régime monofréquence selon 
les conditions initiales. Si celles-ci sont telles que le point figuratif 
se situe à l'instant { — 0 à droite de la courbe de bifurcation (ligne 
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Fig. 11.15. Trajectoires de phase d'un système à deux modes aux couplages lâche 
(a) et fort (b) 
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en trait interrompu fig. 11.15. b) les oscillations établies possèdent 
la pulsation w, et l'amplitude £,, = V «/B,. Tous les points figu- 
ratifs se trouvant à gauche de la courbe de bifurcation se déplacent 
au cours de l’établissement vers le point qui caractérise le processus 


de fréquence w, et d'amplitude EE, —= V œo/Ba. Donc, en cas de cou- 
plage fort le laser se conduit par analogie au système auto-oscillant 
à deux degrés de liberté décrit au $ 7.5 (phénomène d'entraînement). 

Les relations (7.5.4) et (7.5.5) montrent *) que le système auto- 
oscillant à deux mailles possède constamment un couplage fort 
(0,,:0:, = 4B,B:). Il en vient que le régime bi-harmonique est im- 
possible dans ce système. Dans le laser à gaz est réalisé essentielle- 
ment le cas du couplage faible. Cette différence est due à ce que dans 
le système à deux circuits ($ 7.5) l’amplification des oscillations de 
deux fréquences se produit dans le même élément actif non linéaire, 
par exemple dans le transistor à effet de champ ou dans le tube élec- 
tronique. Mais dans le laser à gaz à élargissement inhomogène de la 
raie d'absorption l’amplification pour chacun des modes générés 
se produit aux dépens de l'énergie de différents atomes du milieu 
actif, d'où il vient que l'influence réciproque des oscillations de diffé- 
rentes fréquences se trouve insignifiante et admet la génération si- 
multanée de deux oscillations indépendantes. 

Les amplitudes de ces oscillations sont liées aux paramètres du 
système par les relations suivantes: 


E? — Bat — 012% 
10 B1Ba—012001 ” 

E? — Bio — 021% 
20 PrBe—012001 | 


Les pulsations des modes générés en conformité avec (11.4.10) sont 
égales à 


DO +oi+piEis + til De Q +02 + PaE 0 + TE io. 
(11.4.19) 


Il découle de la dernière relation que la fréquence de chaque oscil- 
lation dépend non seulement de sa propre amplitude, mais également 
de celle de la seconde oscillation. 

Si dans les limites de la largeur de la raie de la matière active se 
placent trois fréquences propres de la cavité résonnante le régime de 
génération à trois modes est possible. Vu que le spectre de fréquences 
propres de la cavité résonnante est équidistant, i.e. Q, — QG, — 


— Q,— Q,, alors pour les pulsations w; est également valable la 
relation approchée suivante 


(11.4.18) 


Oo — O1 À O3 — Do. (11.4.20) 


*) Dans ce paragraphe nous utilisons les notations adoptées dans le livre 
mentionné ci-dessus de Lamb qui diffèrent des notations introduites au Ch. 7. 
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Voilà pourquoi au voisinage de chaque pulsation générée apparaissent 
les pulsations de combinaison 26: — &3 Æ 1, Wa — @o + 01 Æ & 
et 2w: — w, Æ ©3. La présence de celles-ci en approximation cubi- 
que de la polarisation non linéaire conduit aux équations tronquées 
suivantes pour les phases des oscillations générées 


D EE p=Q + Oi+ p1E5 + TE + T13E3 + (Mes Sin ÿ—{L3 cos Ÿ) = SE, 


O2 + Pa=Q + Oo + Pa 7 + Va1E5 + TasE 3 + (M3 Sin P—L13 COS 1) ne 
(11.4.21) 


O3 + Pa=Qs + 03 + p3E2 + Ta E° + T32E 7 + (N 21 Sin Y—Cr1 COS ÿ) —— = + 


où les termes aux coefficients n;; et £;, définissent la contribution à la 
polarisation des termes en pulsations de combinaison, 


= (20; — wù1 — @3) à + (2e — Pi — ps).  (11.4.22 
La relation (11.4.22) montre qu’en cas général 1 dépend du temps. 


L'équation pour 1 est obtenue en différentiant (11.4.22) et en tenant 
compte de (11.4.21): 


b=0 + À sin p+ B cos y, (11.4.23) 
où 
O—=209—01—03 + (2Te1 —P1—Ts1) E + (202 —7Tio —7Tso) E5 + 
+ (2Te3—T15— 03) £°, 
E 
A=2E;,E3n13—E£; (res E, Es ta EE — . , 
BE (Les Le ++ 
Il est commode d'écrire (11.4.23) sous la forme 
d = © + C sin (b + «), (11.4.24) 
où C— V A + BE, tg a = B/A. 
Le caractère de la fonction # (t) dépend essentiellement du rapport. 


des valeurs © et C. Si] | << C l'équation (11.4.24) a la solution 
stationnaire suivante 


Re) —2H5E1Es. 


ÿ=—arcsin + — a. (11.4.25) 


La quantité 4 dans ce cas ne dépend pas du temps et en conformité 
avec (11.4.22) 


20: — Q — O3 —= 0. (11.4.26} 
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Les pulsations générées sont équidistantes, et les phases sont liées 
par la relation 


2Pa— Pi — Pa= —arcsin + — (11.4.27) 


Les relations de fréquence (11.4.26) et de phase (11.4.27) indiquent 
l’auto-synchronisation des modes. Chaque mode généré est. entraîné 
par la fréquence de combinaison respective. 

Dans le régime synchrone le laser génère la suite d’impulsions 
lumineuses de fréquence de répétition À égale à 


À = &3 — We = Do — Qi. (11.4.28) 


La forme d'impulsion est fonction des amplitudes et phases des modes 
générés. En cas particulier des amplitudes voisines £, &= E, = 


Lo 
g 2 4 ê 4 © At 


Fig. 11.16. Forme d’impulsion dans ne régime synchrone pour un laser à trois 
modes 


Z% E3 = E, et de différences de phases satisfaisant à la relation 


Pa — Pa — Pa — Pi — Pos (11.4.29) 
l'impulsion a la forme 
: sin [3 (At+®)/2] 
E=E, mo] CS (@t + po). (11.4.30) 


La dépendance de l'enveloppe (11.4.30) de At est représentée fig. 11.16. 
Si les phases ne satisfont pas à (11.4.29), la forme de l'impulsion se 
déforme. 

Dans le cas | 6 | > C, 1 ne possède pas de valeur stationnaire. 
Il en vient que les modes générés ne synchronisent pas l’un l’autre, 
leurs pulsations et phases ne sont pas liées. Pour les lasers la géné- 
ration non synchronisée est typique. L’auto-synchronisation des 
modes apparaît seulement si les fréquences propres de la cavité sont 
symétriques par rapport au centre de la raie de l’amplification. La 
pulsation Q, doit alors coïncider avec le centre de la raie d'amplifi- 
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cation et les pulsations Q, et (, se placent de façon symétrique par 
rapport au centre. Dans ce cas la valeur © est minimale et les condi- 
tions d'auto-synchronisation sont remplies. 

Dans le laser générant plusieurs modes (plus de trois) leur auto- 
synchronisation est également possible. Par ailleurs, plus grand est 
le nombre de modes synchronisés plus étroite est l'impulsion générée 
et plus élevée est la puissance impulsionnelle. 

La synchronisation des modes du laser est effectuée aussi à l’ap- 
plication du signal extérieur modifiant les pertes de la cavité ou sa 
longueur optique (synchronisation extérieure). La pulsation du 
signal extérieur doit être voisine de À, différence des fréquences des 
modes générés par le laser. 
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